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7 Teoria liczb

ZASTOSOWANIE: Kryptogra�a.

1. Znale¹¢ NWD(a, b) wykorzystuj¡c algorytm Euklidesa:

(a) a = 27, b = 42

(b) a = 89, b = 55

(c) a = 220, b = 28

(d) a = 546, b = 231

(e) a = 1001, b = 6235

(f) a = 10k + 9, b = k + 1, k ∈ N
(g) a = 3k + 1, b = 10k + 3, k ∈ N

2. Wyznaczy¢ NWD dla podanych liczb a i b, a nast¦pnie znale¹¢ takie x i y, »e ax+by = NWD(a, b):

(a) a = 26, b = 19

(b) a = 187, b = 34

(c) a = 111, b = 21

(d) a = 115, b = 25

(e) a = 841, b = 160

(f) a = 2613, b = 2127

3. Rozwi¡za¢ w liczbach naturalnych ukªad równa«:{
x+ y = 96

NWD(x, y) = 12

4. Zaªó»my, »e uªamek a
b jest nieskracalny. Czy uªamek a

a+b jest nieskracalny?

5. Wiadomo, »e 14|784. Pokaza¢, »e 14|770 oraz 14|812.

6. Wiadomo, »e 14|784. Czy 7|784? Czy 7|817?

7. Zaªó»my, »e dla pewnych caªkowitych m, a, b zachodzi m|ab. Czy m musi wtedy dzieli¢ a lub b?

8. Udowodni¢ wªasno±ci podzielno±ci:

(a) Je»eli m|a, to m|(−a)

(b) Je»eli m|a i b ∈ Z, to m|ab
(c) Je»eli m|a oraz m|b, to m|a+ b i m|a− b.

(d) Je»eli m|a i a ̸= 0 to |m| ≤ |a|

9. A Udowodni¢, »e podzielno±¢ porz¡dkuje cz¦±ciowo zbiór N i narysowa¢ diagram Hassego. Czy jest
to porz¡dek liniowy? Czy relacja podzielno±ci jest relacj¡ równowa»no±ci w zbiorze liczb natural-
nych?
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10. Poda¢ warto±¢ funkcji Eulera (wskazówka: aby czynniki byªy parami wzgl¦dnie pierwsze wystarczy
przedstawi¢ caªy iloczyn wykorzystuj¡c faktoryzacj¦):

(a) -1, 1, 4, 7, 10, 13

(b) 36, 58, 113, 173, 192

(c) 3 · 7, 3 · 7 · 11, 13 · 17, 16 · 27 · 49, 24 · 28 · 45
(d) 375, 720, 988, 4320

11. φ(n) = 840 oraz n = 3α · 7β · 11γ . Wyznaczy¢ n.

12. φ(a) = 60 oraz a = pq, gdzie p ̸= q ∧ p, q ∈ P Wyznaczy¢ a, je»eli p− q = 4.

13. φ(a) = 120 oraz a = p2q2, gdzie p ̸= q ∧ p, q ∈ P Wyznaczy¢ a.

14. Wyznaczy¢ ile jest liczb naturalnych, mniejszych lub równych 1665, takich, »e najwi¦kszy wspólny
dzielnik tych liczb z liczb¡ 1665 jest równy 37.

15. Wyznaczy¢ ile jest liczb naturalnych, mniejszych lub równych 1476, takich, »e najwi¦kszy wspólny
dzielnik ka»dej z tych liczb z liczb¡ 1476 jest równy 41.

16. Udowodni¢:

(a) φ(4n+ 2) = φ(2n+ 1)

(b) φ(pα1
1 . . . pαk

k ) = n
(
1− 1

p1

)
. . .

(
1− 1

pk

)
, gdzie n = pα1

1 . . . pαk

k , a p1, . . . , pk s¡ ró»nymi liczbami

pierwszymi.

17. Dane s¡ liczby 100, 210, 346. Które z tych liczb przystaj¡ do 23 modulo 7?

18. Dane s¡ liczby 180, 531, 104. Które z tych liczb przystaj¡ do 11 modulo 13?

19. ⋆ Poda¢ liczby przeciwne modulo:

(a) −2 (mod 7)

(b) −3 (mod 7)

(c) −5 (mod 11)

(d) −8 (mod 12)

(e) −2 (mod 9)

20. ⋆ Poda¢ liczby odwrotne modulo:

(a) 2−1 (mod 5)

(b) 2−1 (mod 7)

(c) 3−1 (mod 7)

(d) 4−1 (mod 7)

(e) 6−1 (mod 7)

(f) 2−1 (mod 8)

(g) 4−1 (mod 11)

(h) 7−1 (mod 11)

(i) 7−1 (mod 13)

(j) 3−1 (mod 23)

21. Wykona¢ obliczenia w zbiorze Zn:

(a) Z7 : 7 + 2, 4− 8, 2 · 4
(b) Z13 : 5 + 11, 1− 9, 7 · 6
(c) Z12 : 5 + 4, 3− 8, 5 · 8

22. Wykona¢ obliczenia:

(a) 324548− 345− 34234 (mod 3)

(b) 12543 · 4321 (mod 5)

(c) 529− 121 (mod 7)

(d) 329 · 988 (mod 9)

2



(e) 13 · (18 + 23) (mod 7)

(f) 37 (mod 2)

(g) 44 (mod 5)

(h) 35 (mod 7)

23. Sprawdzi¢, czy 518 ≡ 1 (mod 27) .

24. Obliczy¢ w zbiorze M3(Z7):

3 5 4
2 6 3
4 1 0

+

1 −6 1
3 4 0
3 4 2


25. Obliczy¢ w zbiorze M2(Z7):

[
3 5
2 6

]
·
[
1 −6
3 4

]

26. Czy wektory v1 =

32
0

 , v2 =

34
1

 , v3 =

22
2

 ∈ (Z5)
3 s¡ liniowo niezale»ne?

27. Wyznaczy¢ odwrotno±ci modulo:

(a) 67−1 mod 119

(b) 16−1 mod 97

(c) 16−1 mod 113

28. Pokaza¢, »e je±li n jest liczb¡ nieparzyst¡, to n2 ≡ 1 (mod 8).

29. A Udowodni¢, »e przystawanie modulo jest relacj¡ równowa»no±ci w Z. Wyznaczy¢ klasy abstrakcji.

30. Rozwi¡za¢ równania:

(a) 2x ≡ 3 (mod 6)

(b) 3x ≡ 4 (mod 7)

(c) 3x ≡ 2 (mod 5)

(d) 3x ≡ 5 (mod 6)

(e) 4x ≡ 8 (mod 12)

(f) 4x ≡ 6 (mod 7)

(g) 3x ≡ 3 (mod 6)

(h) 21x ≡ 5 (mod 36)

(i) 5x ≡ 2 (mod 10)

31. Rozwi¡za¢ ukªady kongruencji:

(a)

{
x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 7 (mod 13)

(b)

{
x ≡ 3 (mod 11)

x ≡ 5 (mod 7)

(c)


x ≡ 23 (mod 31)

x ≡ 7 (mod 12)

x ≡ 12 (mod 35)

(d)


x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 4 (mod 11)

x ≡ 5 (mod 16)
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32. Rozwi¡za¢ ukªady kongruencji:

(a)

{
3x ≡ 4 (mod 5)

2x ≡ 3 (mod 7)

(b)

{
2x ≡ 5 (mod 7)

16x ≡ 4 (mod 11)

(c)


4x ≡ 3 (mod 7)

5x ≡ 4 (mod 11)

11x ≡ 8 (mod 13)

(d)


2x ≡ 7 (mod 13)

5x ≡ 8 (mod 17)

3x ≡ 7 (mod 31)

14x ≡ 35 (mod 19)

33. Udowodni¢ cechy podzielno±ci przez:

(a) 2

(b) 3

(c) 4

(d) 5

(e) 6

(f) 8

(g) 9

(h) 10

(i) 11

34. Obliczy¢, korzystaj¡c z odpowiedniego twierdzenia:

(a) 584 (mod 3)

(b) 447 (mod 5)

(c) 3636 (mod 17)

(d) 85143 (mod 11)

35. Wyznaczy¢ reszt¦ z dzielenia:

(a) 447 przez 45

(b) 383169 przez 45

(c) 109345 przez 14

(d) 380 + 780 przez 11

(e) 3100 + 5100 przez 7

36. Wyznaczy¢ ostatni¡ cyfr¦ liczby:

(a) 3564139 w zbiorze Z7

(b) 2320119 w zbiorze Z5

37. Wyznaczy¢ ostatnie dwie cyfry liczby 743.
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