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7 Teoria liczb
ZASTOSOWANIE: Kryptografia.

1. Znalezé NW D(a,b) wykorzystujac algorytm Euklidesa:

(a) a=27,b=42

(b) a =289,b=55

(¢) a=220,b=28

(d) a = 546,b = 231

(e) a=1001,b=6235

(f) a=10k+9,b=k+1,keN
(g) a=3k+1,b=10k+3,keN

)
(b) a=187,b=34
() a=111,b=21
(d) a=115,b=25
(e) a =841, b =160
(f) a=2613, b = 2127

3. Rozwiagza¢ w liczbach naturalnych uktad réwnan:

z+y =96
NWD(z,y) =12

a
a-+b

=

Zal6zmy, ze utamek 7 jest nieskracalny. Czy utamek jest nieskracalny?
Wiadomo, ze 14|784. Pokazac, ze 14|770 oraz 14|812.
Wiadomo, ze 14|784. Czy 7|784?7 Czy 7|8177

Zalozmy, ze dla pewnych catkowitych m,a,b zachodzi m|ab. Czy m musi wtedy dzieli¢ a lub b?

©® N o o

Udowodnié¢ wlasno$ci podzielnosci:

(a) Jezeli m|a, to m|(—a)

(b) Jezeli m|aib € Z, to m|ab
)
)

(c

(d) Jezeli mlaia #0to|m|<]|al

Jezeli m|a oraz m|b, to m|a + b iml|a — .

9. B Udowodnié¢, ze podzielnoé¢ porzadkuje czesciowo zbiér N i narysowaé diagram Hassego. Czy jest
to porzadek liniowy? Czy relacja podzielnosci jest relacja rownowaznosci w zbiorze liczb natural-
nych?
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Poda¢ wartos¢ funkeji Eulera (wskazowka: aby czynniki byly parami wzglednie pierwsze wystarczy
przedstawié¢ caly iloczyn wykorzystujac faktoryzacje):

a
b
¢
d

-1,1,4,7, 10, 13

36,58 113,173,192
3-7,3-7-11,13-17,16 - 27 - 49,24 - 28 - 45
375,720, 988, 4320
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@(n) = 840 oraz n = 3% - 7% . 117. Wyznaczy¢ n.
p(a) = 60 oraz a = pq, gdzie p # q A p,q € P Wyznaczy¢ a, jezeli p — ¢ = 4.
©(a) = 120 oraz a = p?q?, gdzie p # q A p,q € P Wyznaczy¢ a.

Wyznaczy¢ ile jest liczb naturalnych, mniejszych lub réwnych 1665, takich, ze najwiekszy wspolny
dzielnik tych liczb z liczbg 1665 jest rowny 37.

Wyznaczy¢ ile jest liczb naturalnych, mniejszych lub réwnych 1476, takich, ze najwiekszy wspolny
dzielnik kazdej z tych liczb z liczba 1476 jest rowny 41.

Udowodnié:
(a) p(dn+2) =p(2n+1)

(b) (P ...pp*)=n (1 — p%) . (1 — pik), gdzien = p{* .. .p2*, ap1,. .., pr saréznymiliczbami
pierwszymi.

Dane sg liczby 100, 210, 346. Ktore z tych liczb przystaja do 23 modulo 77
Dane sa liczby 180, 531, 104. Ktore z tych liczb przystaja do 11 modulo 137

* Podacé liczby przeciwne modulo:

(a) —2 (mod 7)
(b) —3 (mod 7)
(¢c) =5 (mod 11)
(d) —8 (mod 12)
(e) —2 (mod 9)

(a) 271 (mod 5) (f) 271 (mod 8)
(b) 271 (mod 7) (g) 47! (mod 11)
(¢) 371 (mod 7) (h) 771 (mod 11)
(d) 471 (mod 7) (i) 77! (mod 13)
(e) 671 (mod 7) () 37! (mod 23)

Wykonaé obliczenia w zbiorze Z,,:
() Z7:7+2,4-8,2-4

(b) Z13:54+11,1-9,7-6

(c) Z12:54+4,3-8,5-8
ykonaé obliczenia:

a
b
¢
d

324548 — 345 — 34234 (mod 3)
12543 - 4321 (mod 5)
529 — 121 (mod 7)

329 - 988 (mod 9)
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13- (18 +23) (mod 7)
37 (mod 2)

4% (mod 5)
3

23. Sprawdzi¢, czy 58 =1 (mod 27) .

35
24. Obliczy¢ w zbiorze Ms(Z7): [2 6
4 1

25. Obliczy¢ w zbiorze My (Zz): B g} . F _6}

3 3 2
26. Czy wektory vy = [2] ,v2 = [4] ,v3 = [2 € (Zs)? sa liniowo niezalezne?
0 2

27. Wyznaczy¢ odwrotnosci modulo:

(a) 677 mod 119
(b) 16~ mod 97
(c) 167! mod 113

28. Pokazadé, ze jesli n jest liczba nieparzysta, to n? = 1 (mod 8).
29. 2B Udowodnié, ze przystawanie modulo jest relacja réwnowaznoéci w Z. Wyznaczy¢ klasy abstrakeji.

30. Rozwigza¢ rownania:

(a) 2z =3 (mod 6) (f) 42 =6 (mod 7)
(b) 3z =4 (mod 7) (g) 3z =3 (mod 6)
(c) 3x =2 (mod 5) (h) 21z =5 (mod 36)
(d) 3z =5 (mod 6) (i) 5z =2 (mod 10)
(e) 4 =8 (mod 12)
31. Rozwiaza¢ uklady kongruencji:
z=3 (mod 7) z =2 (mod 3)
(a) {x =7 (mod 13) (@) x =3 (mod 5)
=4 (mod 11)
z =3 (mod 11) B
(b) {x — 5 (mod 7) =5 (mod 16)

= 23 (mod 31)
(¢) {2 =7 (mod 12)
x =12 (mod 35)



32. Rozwiaza¢ uklady kongruencji:

(a) 3z =4 (mod 5) 2z =7 (mod 13)

Y V2w = 3 (mod 7) (d) 5z =8 (mod 17)
2z =5 (mod 7) 3z =7 (mod 31)

(b) {169654 (mod 11) 14z = 35 (mod 19)
4x =3 (mod 7)

(c) ¢ 5z =4 (mod 11)
11z =8 (mod 13)

33. Udowodnié¢ cechy podzielnoéci przez:

(a) 2 (f) 8

(b) 3 (g) 9

(c) 4 (h) 10

(d) 5 (i) 11

(e) 6

34. Obliczy¢, korzystajac z odpowiedniego twierdzenia:
(a) 5% (mod 3)
(b) 4%7 (mod 5)
(c) 363 (mod 17)
(d) 853 (mod 11)

35. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia:

(a) 4%7 przez 45

(b) 38369 przez 45
(c) 109%4° przez 14
(d) 380 + 780 przez 11
(e) 3100 4 5100 przez 7

36. Wyznaczy¢ ostatniag cyfre liczby:

3564139

(a w zbiorze Z;

)
(b) 2320119 w zbiorze Zs

37. Wyznaczy¢ ostatnie dwie cyfry liczby 743.
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