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1 Rachunek prawdopodobie«stwa i statystyka

1. Student zdaje egzamin, który wygl¡da nast¦puj¡co: s¡ przygotowane dwie urny(I - ªatwiejsza i II -
trudniejsza) w ka»dej 10 pyta«, egzaminator rzuca kostk¡ do gry - je»eli wypadnie 1 losuje pytanie
z urny I, w przeciwnym wypadku losuje pytanie z urny II. Wiadomo »e student zna odpowied¹
na 9 pyta« z urny I zna 2 z urny II. Nast¦pnego dnia okazuje si¦, »e student jednak zdaª egzamin
(jakie jest tego prawdopodobie«stwo?) ale nie mo»e sobie przypomnie¢, któr¡ urn¦ wylosowaª. Co
jest bardziej prawdopodobne, »e odpowiedziaª na pytanie trudniejsze czy ªatwiejsze ? A gdyby
student nie zdaª egzaminu: co jest tego przyczyn¡? jakie jest prawdopodobie«stwo tego, »e nie
odpowiedziaª na pytanie prostsze z urny I ?.

2. Co jest bardziej prawdopodobne wygra¢ z równorz¦dnym przeciwnikiem dwie partie z trzech czy
trzy z pi¦ciu? (partii zako«czonych remisem nie bierzemy pod uwag¦)?

3. (Prawo nast¦pstw Laplace'a) Danych jest N+1 urn, w i-tej urnie (i = 0, ..., N) jest i kul biaªych
oraz N − i kul czarnych. Wylosowano urn¦, a nast¦pnie z tej urny wylosowano ze zwracaniem
n-razy jedn¡ kul¦. Zaªó»my, »e za ka»dym wylosowano to kul¦ biaª¡. Jaka jest szansa, »e kolejna
kula wylosowana z tej urny b¦dzie biaªa? Przenanalizowa¢ sytuacj¦, gdy rozmiar próby n jest maªy,
a liczba urn N mo»e by¢ dowolnie du»a (wskazówka: formuªa Faulhabera, lub def. caªki Riemanna).

4. (Problem Monty'ego Halla) Prowadz¡cy ukryª nagrod¦ w jednym trzech pudeªek. Wybieramy pu-
deªko, ale nie otwieramy go, nast¦pnie prowadz¡cy otwiera jedno z pustych pudeªek i daje mo»liwo±¢
zmiany pudeªka na drugie nieodkryte lub pozostania przy swoim wyborze. Nale»y rozstrzygn¡¢ co
si¦ bardziej opªaca: a) zmieni¢ pudeªko na drugie nieodkryte, b) pozosta¢ przy swoimi dotychcza-
sowym wyborze, ewentualnie: c) bez znaczenia.

2 Wnioskowanie

1. Rzucamy n razy niesymetryczn¡ monet¡ (o asymetrii - prawdopodobie«stwie orªa p), k razy wypadª
orzeª n− k reszka. Znale¹¢ estymator parametru p stosuj¡c metod¦ najwi¦kszej wiarygodno±ci.

2. Podobnie jak w poprzednim zadaniu próba zawiera k orªów i n−k reszek. Poda¢ rozkªad posteriori
parametru p, zakªadaj¡c jako prior na parametr p rozkªad Beta(2,2).

3. Znale¹¢ estymator parametru p stosuj¡c metod¦ maksimum posteriori, zakªadaj¡c jako prior na
parametr p rozkªad:

(a) rozkªad jednostajny okre±lony na przedziale [0,1]

(b) rozkªad Beta(2, 2)

(c) symetryczny rozkªad trójk¡tny okre±lony na przedziale [0, 1]
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3 Entropia, przyrost informacji

Wªasno±ci entropii (H) oraz indeksu Gini'ego (G) oraz odpowiadaj¡cych im miar przyrostu informa-
cji (IH oraz IG). W dalszej cz¦±ci, niech X,Y b¦d¡ zmiennymi losowymi przyjmuj¡cymi odpowiednio
warto±ci: {x1, . . . , xn}, {y1, . . . , ym} z prawdopodobie«stwami {p1,·, . . . pn,·}, {p·,1, . . . p·,m} oraz praw-
dopodobie«stwa ª¡czne pij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Entropia:

IH(X) = −
n∑

i=1

Pr{X = xi} log2(Pr{X = xi})

Informacja wzajemna i przyrost informacji:

IH(X,Y ) = H(X) +H(Y )−H(XY )

IH(Y,X) = H(Y )−H(Y |X)

H(Y |X) =

k∑
i=1

Pr{X = xi}H(Y |X = xi)

Indeks Gini'ego jako miara rozproszenia

GCART (X) = 1−
k∑

i=1

Pr(X = xi}2

IGCART
(Y,X) = GCART (Y )−GCART (Y |X)

GCART (Y |X) =

k∑
p=1

Pr{a = p}GCART (d|a = p)

1. Znale¹¢ rozkªad, który maksymalizuje H oraz G

2. Uzasadni¢, nast¦puj¡ce wªasno±ci1:

(a) IH(X,Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = I(Y )− I(Y |X)

(b) X⊥Y ⇒ H(X,Y ) = H(X) +H(Y )

(c) X⊥Y ⇒ IH(Y,X) = 0

(d) X⊥Y ⇒ IG(Y,X) = 0

(e) 0 ≤ H(X) ≤ log2(n)

(f) 0 ≤ I(X,Y ) ≤ H(Y )

3. Czy dla indeksu Giniegi mo»na zde�niowa¢ informacje wzajemn¡, tzn. czy zachodzi: IG(X,Y ) =
G(X) +G(Y )−G(X,Y ).

4. Na podstawie danych z tabeli 1 wyznaczy¢ ile informacji na temat udomowienie dostarcza infor-
macja o upierzeniu zwierz¦cia.

4 Przetwarzanie wst¦pne wizualizacja

1. Dla zbioru danych challengerRing (tab. 2) wykona¢ nast¦puj¡ce czynno±ci:

(a) narysowa¢ histogramy dla atrybutów,

(b) zdyskretyzowa¢ zmienn¡ temperatura pod warunkiem liczby uszkodze«,

(c) napisa¢ w postaci tabeli kontyngencji rozkªad liczno±ci tych dwóch zmiennych,

1X⊥Y oznacza, »e atrybuty s¡ niezale»ne
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Tablica 1: Tablica kontyngencji (zbiór ZOO)

pióra \ domowe false true ª¡cznie:

false 71 10 81
true 17 3 20

ª¡cznie: 88 13 101

Tablica 2: Zbiór challengerRing

Temporal
order of
�ight

Number of O-
rings at risk on
a given �ight

Number expe-
riencing thermal
distress

Launch tem-
perature (de-
grees F)

Leak-check
pressure
(psi)

1 6 0 66 50
2 6 1 70 50
3 6 0 69 50
4 6 0 68 50
5 6 0 67 50
6 6 0 72 50
7 6 0 73 100
8 6 0 70 100
9 6 1 57 200
10 6 1 63 200
11 6 1 70 200
12 6 0 78 200
13 6 0 67 200
14 6 2 53 200
15 6 0 67 200
16 6 0 75 200
17 6 0 70 200
18 6 0 81 200
19 6 0 76 200
20 6 0 79 200
21 6 2 75 200
22 6 0 76 200
23 6 1 58 200

(d) znale¹¢ rozkªad cz¦sto±ci i rozkªady brzegowe tych dwóch atrybutów,

(e) porówna¢ empiryczny rozkªad cz¦sto±ci z rozkªadem produktowym,

(f) postawi¢ test χ2 o zale»no±ci zmiennych (znale¹¢ warto±¢ statystyki),

(g) wzi¡¢ dowolny pakiet statystyczny i porówna¢ powy»szy wynik testu χ2 z testem dokªadnym
Fishera, (np. R, fisher.test),

(h) jaka decyzj¦ podj¦liby±cie, gdyby temperatura w momencie startu wyniosªa by 35F ?

2. Dla zbioru danych contactLens (tab. 3):

(a) dokona¢ binaryzacji pierwszego atrybutu,

(b) zamieni¢ wybrane trzy atrybuty w skali nominalnej na numeryczne z zachowaniem porz¡dku,

(c) zbudowa¢ macierz kowariancji dla zmiennych numerycznych,

(d) wyznaczy¢ pierwsz¡ skªadow¡ (kierunek, wektor) gªówn¡,
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Tablica 3: Zbiór contactLens

age spectacleprescrip astigmatism tearprodrate contactlenses
1 young myope no reduced none
2 young myope no normal soft
3 young myope yes reduced none
4 young myope yes normal hard
5 young hypermetrope no reduced none
6 young hypermetrope no normal soft
7 young hypermetrope yes reduced none
8 young hypermetrope yes normal hard
9 pre-presbyopic myope no reduced none
10 pre-presbyopic myope no normal soft
11 pre-presbyopic myope yes reduced none
12 pre-presbyopic myope yes normal hard
13 pre-presbyopic hypermetrope no reduced none
14 pre-presbyopic hypermetrope no normal soft
15 pre-presbyopic hypermetrope yes reduced none
16 pre-presbyopic hypermetrope yes normal none
17 presbyopic myope no reduced none
18 presbyopic myope no normal none
19 presbyopic myope yes reduced none
20 presbyopic myope yes normal hard
21 presbyopic hypermetrope no reduced none
22 presbyopic hypermetrope no normal soft
23 presbyopic hypermetrope yes reduced none
24 presbyopic hypermetrope yes normal none

(e) rzutowa¢ dane na ten kierunek i dokona¢ przedstawienia gra�cznego klas,

(f) czy w tym rzucie mo»na dokonywa¢ prognozowania o rodzaju soczewki kontaktowej?

(g) Wyznaczy¢ pozostaªe skªadowe gªówne i ich wariancje, co mo»na powiedzie¢ o zale»no±ci/niezale»no±ci
tych zmiennych ?

3. Rozwa»my tablic¦ kontyngencji w tab. 1 wyznaczy¢ informacj¦ wzajemn¡, co mo»emy powiedzie¢
na temat zale»no±ci atrybutów?

4. wybra¢ atrybut, który dostarcza najwi¦cej informacji o zmiennej decyzyjnej, (wskazówka: wzi¡¢ pod

uwag¦ miary przyrostu informacji IH i IG)

5 Grupowanie danych.

Przypomnienie: niech, x, y ∈ Rn, 〈x, y〉 = xT y =
∑

i xi, yi ‖x‖ =
√
〈x, x〉. Niech A = {x1, . . . , xnA

}, xi ∈
Rn A = 1

nA

∑nA

i=1 xi.

1. Dane s¡ punkty xi ∈ R, i = 1, . . . , p znale¹¢ taki punkt c, dla którego suma kwadratów odlegªo±ci
punktów xi od punktu c jest najmniejsza.

2. Dane s¡ liczby x1, x2, . . . , xn znale¹¢ taki punkt c dla którego suma odlegªo±ci punktów xi od punktu
c jest najmniejsza.

3. Przeanalizowa¢ analogiczn¡ sytuacj¦ w Rn w obu powy»szych przypadkach przypadkach.

4. Sprawdzi¢ czy kwadrat odlegªo±ci euklidesowej jest metryk¡.
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5. Pokaza¢, »e caªkowita suma kwadratów suma kwadratów odlegªo±ci T =
∑

i,j ‖xi−xj‖2 da si¦ przed-
stawi¢ jako sum¦ kwadratów odlegªo±ci wewn¡trz klasowych i zewn¡trz klasowych.

6. Niech odlegªo±¢ pomi¦dzy skupieniami b¦dzie dana wzorem D(A,B) = d2(A,B). Pokaza¢, »e ±rodek
ci¦»ko±ci po zª¡czeniu skupie« jest dany wzorem

AB =
nAA+ nBB

nA + nB
.

7. Niech jak w metodzie Warda

D(A1A2) = SSEA1A2 − (SSEA2 + SSEA2),

gdzie SSEX =
∑n

i=1(xi − xX)T (xi − xX). Uzasadni¢, »e

D(A1, A2) =
n1n2
n1 + n2

(A1 −A2)T (A1 −A2)

8. Przeanalizowa¢ zwi¡zek pomi¦dzy metoda Warda a metod¡ ±rodków ci¦»ko±ci.

9. Które z miar �odlegªo±ci� pomi¦dzy skupieniami s¡ metrykami w peªnym znaczeniu tego sªowa.

10. Uzasadni¢, »e algorytm K-±rodków zatrzyma si¦ w sko«czonej liczbie kroków. W tym celu rozwa-
»y¢ funkcj¦: F (S) =

∑K
i=1

∑
xj∈Si

‖xj − ci‖2, gdzie S = {S1, . . . , SK}, ci = mean(Si) = Si, oraz
popatrze¢ jak zmienia si¦ ta funkcja w kolejnych krokach algorytmu.

11. Algorytm K-±rodków skªada si¦ z dwóch kroków: 1) aktualizacja ±rodków 2) wyznaczenie nowych
s¡siedztw S (przypisa«). Zastanowi¢ si¦ czy przypisania maj¡ jak¡± szczególn¡ posta¢ czy te» w
ogólno±ci mog¡ by¢ zupeªnie dowoln¡ klasteryzacj¡. Spróbowa¢ oszacowa¢ na tej podstawie liczb¦
kroków algorytmu przynajmniej w pewnych szczególnych przypadkach (np. dane jednowymiarowe
K = 2, 3, . . ., dane dwuwymiarowe K = 2, itp.).

5.1 Metoda PCA

1. Wyznaczy¢ macierz kowariancji dla tab. 4

2. Wyznaczy¢ wektory wªasne i warto±ci wªasne macierzy kowariancji.

3. Rzutowa¢ zmienne na dwie pierwsze skªadowe gªówne i wynik przedstawi¢ gra�cznie.

Tablica 4: Przykªadowy zbiór danych.

X1 X1 X1

0.28 1.41 0.82
0.47 0.54 0.27
0.39 1.23 0.67
0.35 0.84 0.51
0.60 1.68 0.95
0.24 1.11 0.71
0.45 0.70 0.41
0.42 0.44 0.20
0.24 0.74 0.37
0.34 0.71 0.37
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Tablica 5: Decyzje i prawdopodobie«stwa predykcji na przykªadowym zbiorze testuj¡cycm.

klasa 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0
predykcja Pr(d = 1|x) 0.95 0.8 0.75 0.6 0.55 0.4 0.3 0.25 0.2 0.1

6 Klasy�kacja.

6.1 Miary jako±ci klasy�kacji

1. Dla danych z tabeli 5 wyznaczy¢:

(a) Przyj¡¢ próg 0.5 oraz wyznaczy¢ macierz konfuzji.

(b) Przyj¡¢ próg 0.5 oraz wyznaczy¢: czuªo±¢, precyzj¦ oraz miar¦ F1.

(c) Przyj¡¢ próg 0.5 oraz wyznaczy¢: czuªo±¢, specy�czno±¢ oraz zbalansowan¡ dokªadno±¢.

(d) Narysowa¢ krzyw¡ ROC.

(e) Wybra¢ na podstawie krzywej ROC klasy�kator optymalny z punku widzenia kosztów podejmo-
wania bª¦dnych decyzji, je»eli za przypadki faªszywie negatywne pªacimy trzy razy wi¦cej ni» za
przypadki faªszywie pozytywne.

2. Jak wygl¡da krzywa ROC dla klasy�katora bezreguªowego (wskazówka: krzywa jest wyznaczone w tym

przypadku przez dwa punkty.)

3. Zaªó»my prawdopodobie«stwa apriori klas decyzyjnych {+,−} s¡ równe odpowiednio p+ oraz p− =
1 − p+ oraz zªó»my dodatkowo, »e punkt punkt wspóªrz¦dnych (x, y) le»y na krzywej ROC. Poda¢
formuª¦ na bª¡d klasy�kacji w terminach: x, y, p+, p−.

4. Zaªó»my prawdopodobie«stwa apriori klas decyzyjnych {+,−} s¡ równe odpowiednio p+ oraz p− =
1 − p+. Znajd¹ w przestrzeni ROC (w ukªadzie: czuªo±¢, 1-specy�czno±¢) miejsce geometryczne
punktów o staªym bª¦dzie klasy�kacji równym e.

5. Na podstawie wyników z poprzednich punktów podaj procedur¦ gra�czna znajdowania klasy�katora
o najwi¦kszej dokªadno±ci, dla danych p+ i p−.

6.2 Klasy�kator bezreguªowy

1. Przypu±¢my, »e w populacji jest 90% osób zdrowych oraz 10% osób choruj¡cych na pewn¡ chorob¦.
Przypu±¢my, »e klasy�kujemy pacjenta w ten sposób »e rzucamy symetryczn¡ monet¡ oraz je»eli
wypadª orzeª diagnozujemy: zdrowy, je»eli reszka stawiamy diagnoz¦: chory. Obliczy¢ dokªadno±¢
klasy�kacji takiego klasy�katora (czyli prawdopodobie«stwo poj¦cia poprawnej decyzji).

2. Przypu±¢my, »e mamy n klas decyzyjnych z prawdopodobie«stwami p1, . . . , pn
2, 3. Rozwa»my re-

guª¦ decyzyjn¡ która z prawdopodobie«stwem q1 podejmuje decyzje 1, z prawdopodobie«stwem q2
podejmuje decyzj¦ 2, . . ., z prawdopodobie«stwem qn podejmuje decyzj¦ n. Nale»y wyznaczy¢:

(a) prawdopodobie«stwo podj¦cia poprawnej decyzji jako funkcj¦ p i q (Pr(p, q)),

(b) dla jakiego wektora q wyra»enie Pr(p, q) przyjmuje warto±¢ najwi¦ksz¡ ?

3. We¹my pod uwag¦ zmienn¡ decyzyjn¡ zbioru contactLens. Zaªó»my, »e pojawiª si¦ pacjent dla
którego nie pomierzono »adnego z atrybutów warunkowych, jak¡ decyzje o wyborze soczewki rozs¡dnie
byªoby podj¡¢?

2Rozwa»ania te prowadz¡ do tzw. klasy�katora bezreguªowego (Zero Rule). Rozs¡dnie jest ocenia¢ jako±¢ dowolnego
klasy�katora (zwªaszcza tych sªabej jako±ci) w stosunku do klasy�katora bezreguªowego.

3Nale»y mie¢ ±wiadomo±¢, »e � mimo czasami wysokiej dokªadno±ci klasy�kacji � praktyczna przydatno±¢ klasy�katorów
tego typu jest bardzo ograniczona.
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6.3 Naiwny klasy�kator bayesowski

1. Dla zbioru danych contactLens (tab. 3):

(a) znale¹¢ odpowiednie prawdopodobie«stwa brzegowe i warunkowe,

(b) zbudowa¢ naiwny klasy�kator Bayesa,

(c) policzy¢ przykªadowo: p(none|p13), p(soft|p13), p(hard|p13),

(d) zbada¢ zale»no±¢ dwóch wybranych atrybutów.

6.4 Regresja liniowa i logistyczna

1. Rozwa»my dwie klasy decyzyjne +1 i−1 o rozkªadzie normalnymN(M1,Σ) orazN(M2,Σ) wyznaczy¢:

(a) równanie funkcji dyskryminuj¡cej obie klasy.

(b) prawdopodobie«stwa decyzji pod warunkiem x: p(y = +1|x), oraz p(y = −1|x)

2. Rozwa»my model regresji logistycznej

p(y = +1|x,w) = f(ywTx) =
1

1 + exp(−ywTx)

wyznaczy¢

(a) funkcj¦ wiarygodno±ci

(b) wektor pierwszych pochodnych (gradient) funkcji logistycznej, porówna¢ wynik z krokiem aktu-
alizacji wag algorytmu �reguªa perceptronu�

(c) macierz drugich pochodnych funkcji logistycznej

6.5 Drzewa decyzyjne

1. Wielko±¢ H(Y |X) nosi nazw¦ zanieczyszczenia (ang. impurity). Uzasadni¢, »e minimalizacja zanie-
czyszczenia jest równowa»na maksymalizacji przyrostu informacji I(X,Y ).

2. Przeprowadzi¢ dyskusj¡, któr¡ z miar (zanieczyszczenie (H(Y |X), przyrost informacji (H(Y ) −

H(Y |X)), czy informacj¦ wzajemna) jest najkorzystniejsza z obliczeniowego punktu widzenia przy
konstrukcji drzewa decyzyjnego.

3. Dla danych contactLens (tab. 3) zbudowa¢ peªne drzewo decyzyjne stosuj¡c miar¦ zanieczysz-
czenia opart¡ na IH lub IG.

4. Przyci¡c drzewo korzystaj¡c wykorzystuj¡c minimalizuj¡c¡ koszt E + αT , gdzie E jest bª¦dem na
zbiorze ucz¡cym a T jest rozmiarem drzewa, przyj¡¢ α = 0.1.

6.6 Sieci neuronowe, perceptron

1. Rozwa»my algorytm uczenia perceptronu przedstawiony na rysunku 1.

(a) Sprawdzi¢ czy nast¦puj¡ce dane:

x =

[
0 1 0 1
0 0 1 1

]
, d =

[
−1 −1 −1 1

]
, (1)

s¡ liniowo separowane.

(b) Wykona¢ do ko«ca algorytm dla danych 1d; jako wagi pocz¡tkowe mo»na przyj¡¢ b0 = 1 oraz
w0 = [0 0],

(c) wyznaczy¢ margines separacji.
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1: function [w,b]=learnp({(Xi, di)}i=1,...,p)
2: n = 0;
3: while n < p do (czy wszystkie próbki s¡ poprawnie klasy�kowane)

4: if di(〈wk, x
i〉+ bk) < 0 then (Czy próbka jest po wªa±ciwej stronie)

5: wk+1 = wk + di ·Xi; (nie - korygujemy wagi)

6: bk+1 = bk + di · 1;
7: n = 0; (zerujemy licznik stopu)

8: else
9: n+ +; (tak - zwi¦kszamy licznik stopu)

10: end if
11: end while
12: end function

Rysunek 1: Algorytm uczenia perceptronu

(d) Uzasadni¢, »e algorytm nie zatrzyma si¦ nigdy dla danych:

xT =

[
0 1 0 1
0 0 1 1

]
, dT =

[
−1 1 1 −1

]
.

(e) Udowodni¢, »e algorytm ten zatrzyma si¦ zawsze, je»eli tylko zbiór wzorców b¦dzie liniowo se-
parowany. (wskazówka: oszacowa¢ z doªu rzut wektora wag na dowoln¡ prost¡ separacj¡c¡, oszacowa¢ z góry

norm¦ wektora wag, skorzysta¢ z twierdzenia Cauchy'ego-Schwartz'a.)

7 Wyszukiwanie reguª i wzorców

7.1 Algorytm apriori

1. Dla tabeli danych 6 wykona¢ nast¦puj¡ce czynno±ci:

(a) Znale¹¢ wsparcie nast¦puj¡cych zbiorów: {A1}, {A1, A2}, {A1, A2, A4}.
(b) Znale¹¢ zaufanie nast¦puj¡cych reguª: {∅ → A1}, {A1, A2 → A5}, {A1 → A2A4}, {A1A2 →

A4}.
(c) Znale¹¢ wszystkie zbiory cz¦ste o minsupp = 4 u»ywaj¡c klasycznego algorytmu Apriori.

(d) Znale¹¢ wszystkie zbiory cz¦ste o minsupp = 1 u»ywaj¡c drzewka wyliczaj¡cego podzbiory od
prawej do lewej lub odwrotnie.

(e) Wyznaczy¢ reguªy o minconf > 0.6.

(f) Dla reguª znalezionych w poprzednich dwóch punktach: zaznaczy¢ na wykresie (wsparcie,
zaufanie) reguªy jako pojedyncze punkty.

(g) Wyznaczy¢ wszystkiew reguªy paretooptymalne.

2. Dla tabeli danych 6 wykonac nast¦puj¡ce czynno±ci:

(a) znale¹¢ wszystkie zbiory cz¦ste o minsupp = 5 u»ywaj¡c klasycznego algorytmu Apriori,

(b) znale¹¢ wszystkie zbiory cz¦ste o minsupp = 1 u»ywaj¡c drzewka wyliczaj¡cego podzbiory od
prawej do lewej lub odwrotnie,

(c) wyznaczy¢ reguªy minconf > 0.6

(d) dla reguª znalezionych w poprzednich dwóch punktach: zaznaczy¢ na wykresie reguªy jako
punkty (wsparcie, zaufanie) oraz wyznaczy¢ reguªy pareto-optymalne.
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Tablica 6: Zbiór danych, poszukiwanie podzbiorów cz¦stych

lp. A1 A2 A3 A4

1 1 1 0 0
2 0 0 0 1
3 1 1 0 0
4 1 1 0 1
5 1 0 0 0
6 0 0 0 0
7 0 1 0 1
8 0 1 0 1
9 0 1 0 1
10 0 0 0 1
11 1 1 0 0
12 0 1 0 1
13 0 0 0 0
14 0 0 0 0
15 0 0 0 0
16 0 1 0 1
17 0 0 1 0
18 1 0 0 0
19 0 0 0 1
20 1 1 0 1

Zbiory cz¦ste wsparcie

∅ 20
{A4} 10
{A2} 10
{A2, A4} 7
{A1} 7
{A1, A2} 5

Brzeg negatywny

{A3}
{A1, A4}

         

{4}   

{2}   

{2, 4}

{1}   

{1, 2}

{3}   

{1, 4}

Rys. Drzewko przeszukiwa« wraz z brzegiem

Przypomnienie

Entropia

H(a) = −
k∑

p=1

Pr{a = p} log2(Pr{a = p})

Informacja wzajemna (przyrost informacji)

IH(d, a) = H(d)−H(d|a)

IH(d, a) = H(a) +H(d)−H(ad)

H(d|a) =

k∑
p=1

Pr{a = p}H(d|a = p)

Indeks Gini'ego jako miara rozproszenia

GCART (a) = 1−
k∑

p=1

Pr{a = p}2

IGCART
(d, a) = GCART (d)−GCART (d|a)

GCART (d|a) =

k∑
p=1

Pr{a = p}GCART (d|a = p)
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Tablica 7: Zbiór danych nr 2

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 1 1 0
1 1 0 1 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1

χ2

Q =

k∑
i=1

l∑
j=1

nij − ni·n·j/n
ni·n·j/n

Statystyka Q ma rozkªad χ2 z (k − 1)(l − 1) stopniami swobody.

Liniowa separowalno±¢, marginesem separacji Mówimy, »e zbiór wzorców {(Xi, di)}i=1,...,p jest
linowo separowalny, je»eli istnieje prosta o parametrach (w, b) taka, »e dla ka»dego i = 1, . . . , p
zachodzi:

d(i)

 n∑
j=1

wjxj
(i) + b

 > 0

Niech γ(i) = d(i)
(∑n

j=1 wjxj
(i) + b

)
. Marginesem separacji prostej o parametrach (w, b), nazy-

wamy liczb¦
γ(w,b) = min

i=1,...,p
γ(i).

Je»eli ‖w‖ = 1 wtedy margines jest minimaln¡ odlegªo±ci¡ punku od prostej wzi¦t¡ ze znakiem

Norma, iloczyn skalarny

• Iloczyn skalarny

〈w, x〉 =
∑n

i=1 wixi

• Norma wektora
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‖w‖ =
√∑n

i=1 wi
2

• Twierdzenie (Cauchy-Schwartz)

〈w, x〉 6 ‖w‖ · ‖x‖

Wyliczanie podzbiorów

function rekurencjaL(atr,mm)

disp(num2str(atr))

if isempty(atr)

mx=0;

else

mx=max(atr);

end

for ii=mm:-1:mx+1

rekurencjaL([atr ii],mm);

end
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