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Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

. Student zdaje egzamin, ktory wyglada nastepujaco: sa przygotowane dwie urny(I - latwiejsza i IT -
trudniejsza) w kazdej 10 pytan, egzaminator rzuca kostka do gry - jezeli wypadnie 1 losuje pytanie
z urny I, w przeciwnym wypadku losuje pytanie z urny II. Wiadomo ze student zna odpowiedz
na 9 pytan z urny I zna 2 z urny II. Nastepnego dnia okazuje sie, ze student jednak zdat egzamin
(jakie jest tego prawdopodobieristwo?) ale nie moze sobie przypomnieé, ktora urne wylosowal. Co
jest bardziej prawdopodobne, ze odpowiedzial na pytanie trudniejsze czy tatwiejsze 7 A gdyby
student nie zdal egzaminu: co jest tego przyczyna? jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze nie
odpowiedzial na pytanie prostsze z urny I 7.

. Co jest bardziej prawdopodobne wygraé¢ z rownorzednym przeciwnikiem dwie partie z trzech czy
trzy z pieciu? (partii zakonczonych remisem nie bierzemy pod uwage)?

. (Prawo nastepstw Laplace’a) Danych jest N+1 urn, w i-tej urnie (: = 0,..., N) jest ¢ kul biatych
oraz N — i kul czarnych. Wylosowano urne, a nastepnie z tej urny wylosowano ze zwracaniem
n-razy jedna kule. Zalézmy, ze za kazdym wylosowano to kule biala. Jaka jest szansa, ze kolejna
kula wylosowana z tej urny bedzie biata? Przenanalizowaé¢ sytuacje, gdy rozmiar proby n jest maty,
a liczba urn N moze by¢ dowolnie duza (wskazowka: formuta Faulhabera, lub def. catki Riemanna).

. (Problem Monty’ego Halla) Prowadzacy ukryl nagrode w jednym trzech pudetek. Wybieramy pu-
detko, ale nie otwieramy go, nastepnie prowadzacy otwiera jedno z pustych pudetek i daje mozliwosé
zmiany pudetka na drugie nieodkryte lub pozostania przy swoim wyborze. Nalezy rozstrzygnaé co
sie bardziej oplaca: a) zmienié¢ pudeltko na drugie nieodkryte, b) pozostaé¢ przy swoimi dotychcza-
sowym wyborze, ewentualnie: c) bez znaczenia.

Whnioskowanie

. Rzucamy n razy niesymetryczna moneta (o asymetrii - prawdopodobienstwie orta p), k razy wypad?
orzel n — k reszka. Znalez¢ estymator parametru p stosujac metode najwiekszej wiarygodnosci.

. Podobnie jak w poprzednim zadaniu proba zawiera k ortéw i n — k reszek. Podaé rozktad posteriori
parametru p, zaktadajac jako prior na parametr p rozklad Beta(2,2).

. Znalez¢ estymator parametru p stosujac metode maksimum posteriori, zaktadajac jako prior na
parametr p rozktad:

(a) rozklad jednostajny okreslony na przedziale [0,1]
(b) rozktad Beta(2,2)
(c) symetryczny rozklad trojkatny okreslony na przedziale [0, 1]



3 Entropia, przyrost informacji

Wilasnosci entropii (H) oraz indeksu Gini’ego (G) oraz odpowiadajacych im miar przyrostu informa-
cji (Iy oraz Ig). W dalszej czesci, niech XY beda zmiennymi losowymi przyjmujacymi odpowiednio
wartosci: {z1,...,2n}, {¥1,.-.,Ym} z prawdopodobienstwami {pi.,...Pn.}, {P-1,...D.,m} Oraz praw-
dopodobieristwa taczne p;j, i = 1,...,n, j = 1,...,m. Entropia:

Ig(X) == Pr{X = 2;}log,(Pr{X = z;})

i=1
Informacja wzajemna i przyrost informacji:

In(X,Y)=H(X)+HY) - H(XY)
Iy(Y,X)=H(Y) - H(Y|X)
k
HY|X)=> Pr{X =2} H(Y|X = x;)

=1

Indeks Gini’ego jako miara rozproszenia

k
Goarr(X)=1-) Pr(X =z;}*
=1

Icounr (Y, X) =Goarr(Y) — Goarr(Y|X)
k
Goarr(Y|X) =Y Pr{a=p}Gearr(dla=p)

p=1
1. Znalez¢ rozklad, ktéry maksymalizuje H oraz G
2. Uzasadni¢, nastepujace wlasnogci':
(8) In(X,Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) = I(Y) = I(Y|X)
(b) X1Y=H(X,)Y)=H(X)+H(Y)
() X1Y =1Ip(Y,X)=0
(d) XY = I(Y,X)=0
(e) 0 < H(X) <logy(n)
() 0<I(X,Y) < H(Y)
3. Czy dla indeksu Giniegi mozna zdefiniowa¢ informacje wzajemna, tzn. czy zachodzi: Ig(X,Y) =

G(X) +G(Y) - G(X,Y).

4. Na podstawie danych z tabeli 1 wyznaczy¢ ile informacji na temat udomowienie dostarcza infor-
macja o upierzeniu zwierzecia.

4 Przetwarzanie wstepne wizualizacja

1. Dla zbioru danych challengerRing (tab. 2) wykona¢ nastepujace czynnosci:

(a) narysowac histogramy dla atrybutow,
(b) zdyskretyzowa¢ zmienng temperatura pod warunkiem liczby uszkodzeri,

(c) napisa¢ w postaci tabeli kontyngencji rozktad licznosci tych dwoch zmiennych,

LX 1Y oznacza, ze atrybuty sa niezalezne



Tablica 1: Tablica kontyngencji (zbisr zo0)

[piora \ domowe||false[true|[tacznie:]

false 71 | 10 81
true 17 |1 3 20
y tacznie: [ 88 [ 13 ] 101 |

Tablica 2: Zbiér challengerRing

Temporal ||[Number of O-|Number expe-|Launch tem-|Leak-check
order of|rings at risk on|riencing thermal|perature (de-|pressure
flight a given flight  |distress grees F) (psi)
1 6 0 66 50

2 6 1 70 50

3 6 0 69 50

4 6 0 68 50

5 6 0 67 50

6 6 0 72 50

7 6 0 73 100
8 6 0 70 100
9 6 1 57 200
10 6 1 63 200
11 6 1 70 200
12 6 0 78 200
13 6 0 67 200
14 6 2 53 200
15 6 0 67 200
16 6 0 75 200
17 6 0 70 200
18 6 0 81 200
19 6 0 76 200
20 6 0 79 200
21 6 2 75 200
22 6 0 76 200
23 6 1 58 200

(d) znalez¢ rozktad czestosci i rozktady brzegowe tych dwoch atrybutow,

e

)
(e)
(f)
)

(g) wzia¢ dowolny pakiet statystyczny i porownaé¢ powyzszy wynik testu x? z testem doktadnym

Fishera, (np. R, fisher.test),

(h) jaka decyzje podjelibyscie, gdyby temperatura w momencie startu wyniosta by 35F 7

2. Dla zbioru danych contactLens (tab. 3):

(a
(b

)
)
()
)

dokona¢ binaryzacji pierwszego atrybutu,

zbudowaé¢ macierz kowariancji dla zmiennych numerycznych,

(d) wyznaczy¢ pierwsza sktadowa (kierunek, wektor) gtowna,

poréwnaé empiryczny rozkltad czestosci z rozktadem produktowym,

postawi¢ test x? o zalezno$ci zmiennych (znalezé wartosé statystyki),

zamieni¢ wybrane trzy atrybuty w skali nominalnej na numeryczne z zachowaniem porzadku,




Tablica 3: Zbiér contactLens

age spectacleprescrip |astigmatism |tearprodrate |contactlenses
1 young myope no reduced none
2 young myope no normal soft
3 young myope yes reduced none
4 young myope yes normal hard
5 young hypermetrope no reduced none
6 young hypermetrope no normal soft
7 young hypermetrope yes reduced none
8 young hypermetrope yes normal hard
9 |pre-presbyopic myope no reduced none
10| pre-presbyopic myope no normal soft
11 |pre-presbyopic myope yes reduced none
12 |pre-presbyopic myope yes normal hard
13|pre-presbyopic| hypermetrope no reduced none
14 |pre-presbyopic| hypermetrope no normal soft
15|pre-presbyopic| hypermetrope yes reduced none
16|pre-presbyopic| hypermetrope yes normal none
17| presbyopic myope no reduced none
18| presbyopic myope no normal none
19| presbyopic myope yes reduced none
20| presbyopic myope yes normal hard
21| presbyopic hypermetrope no reduced none
22| presbyopic hypermetrope no normal soft
23| presbyopic hypermetrope yes reduced none
24| presbyopic hypermetrope yes normal none

(e) rzutowa¢ dane na ten kierunek i dokonaé¢ przedstawienia graficznego klas,
(f) czy w tym rzucie mozna dokonywaé¢ prognozowania o rodzaju soczewki kontaktowe;j?
(g) Wyznaczy¢ pozostalte sktadowe gltowne i ich wariancje, co mozna powiedziec o zaleznosci/niezaleznosci

tych zmiennych ?

3. Rozwazmy tablice kontyngencji w tab. 1 wyznaczy¢ informacje wzajemng, co mozemy powiedzie¢
na temat zaleznosci atrybutow?

4. wybraé atrybut, ktéry dostarcza najwiecej informacji o zmiennej decyzyjnej, (wskazéwka: wzia¢ pod
uwage miary przyrostu informacji Iy i Ig)

5 Grupowanie danych.

Przypomnienie: niech, z,y € R, (z,y) = 2Ty =", z;,y; ||z = /(z,2). Niech A = {x1,..., 25, },7; €
RTA=-LY" g

na Lai=1"i"

1. Dane sa punkty z; € R, ¢ = 1,...,p znalezé taki punkt ¢, dla ktérego suma kwadratéw odlegtosci
punktéw x; od punktu c jest najmniejsza.

2. Dane sg liczby z1, 22, ..., x, znalezé taki punkt c dla ktérego suma odlegtosci punktéw x; od punktu

c jest najmniejsza.
3. Przeanalizowaé analogiczna sytuacje w R” w obu powyzszych przypadkach przypadkach.

4. Sprawdzi¢ czy kwadrat odleglosci euklidesowej jest metryka.



10.

11.

Pokazac¢, ze calkowita suma kwadratow suma kwadratéw odleglosci T'= 37, + [|z; — x; |? da sie przed-
stawi¢ jako sume kwadratow odleglosci wewnatrz klasowych i zewnatrz klasowych.

Niech odleglosé¢ pomiedzy skupieniami bedzie dana wzorem D(A, B) = da(A, B). Pokazaé, ze §rodek
ciezkosci po zlaczeniu skupien jest dany wzorem
n AZ +n BE

na+ng

AB =

Niech jak w metodzie Warda
D(A1As) = SSEA, 4, — (SSEA, + SSE4,),

gdzie SSEx = Y1 | (z; — 7x)T (2; — Tx). Uzasadni¢, ze

nin2
ny + no

D(Ay, Ag) = (A1 = A2)T (A = Ay)

Przeanalizowaé zwigzek pomiedzy metoda Warda a metoda srodkéw ciezkosci.
Ktore z miar ,odlegtosci” pomiedzy skupieniami sg metrykami w pelnym znaczeniu tego stowa.

Uzasadni¢, ze algorytm K-Srodkow zatrzyma sie w skonczonej liczbie krokow. W tym celu rozwa-
zyé funkcje: F(S) = 328, > uses: 1% —¢?, gdzie S = {S1,...,5x}, ¢; = mean(S;) = S, oraz

popatrzeé jak zmienia sie ta funkcja w kolejnych krokach algorytmu.

Algorytm K-§rodkow sktada sie z dwoch krokow: 1) aktualizacja srodkow 2) wyznaczenie nowych
sasiedztw S (przypisan). Zastanowi¢ sie czy przypisania maja jakas szczegélna postaé czy tez w
ogoblnosci moga byé zupelnie dowolng klasteryzacjg. Sprobowaé oszacowaé na tej podstawie liczbe
krokéow algorytmu przynajmniej w pewnych szczegblnych przypadkach (np. dane jednowymiarowe
K =2,3,..., dane dwuwymiarowe K = 2, itp.).

5.1 Metoda PCA

. Wyznaczy¢ macierz kowariancji dla tab. 4

Wyznaczy¢ wektory wlasne i warto$ci wtasne macierzy kowariancji.

Rzutowaé¢ zmienne na dwie pierwsze sktadowe gtéwne i wynik przedstawié¢ graficznie.

Tablica 4: Przyktadowy zbiér danych.

0.28]1.41]0.82
0.47]0.54]0.27
0.39[1.23[0.67
0.35]0.84[0.51
0.60|1.68]0.95
0.24]1.11[0.71
0.45/0.70]0.41
0.420.44]0.20
0.240.74[0.37
0.34[0.71[0.37




Tablica 5: Decyzje i prawdopodobienstwa predykcji na przykladowym zbiorze testujacycm.

klasa o|1y1}(0}1}70j0| 100
predykcja Pr(d = 1]2){[0.95(0.8]0.75]0.6[0.55]|0.4|0.3|0.25|0.2{0.1

6 Klasyfikacja.

6.1 Miary jako$ci klasyfikacji

1.

Dla danych z tabeli 5 wyznaczy¢:

(a) Przyjaé¢ prog 0.5 oraz wyznaczy¢ macierz konfuzji.

(b) Przyjac¢ prog 0.5 oraz wyznaczy¢: czulo§é, precyzje oraz miare Fj.

(c¢) Przyja¢ prog 0.5 oraz wyznaczy¢: czulo$é, specyficznosé oraz zbalansowana dokladnosé.

(d)

(e) Wybra¢ na podstawie krzywej ROC klasyfikator optymalny z punku widzenia kosztow podejmo-
wania blednych decyzji, jezeli za przypadki falszywie negatywne placimy trzy razy wiecej niz za
przypadki falszywie pozytywne.

Narysowa¢ krzywa ROC.

. Jak wyglada krzywa ROC dla klasyfikatora bezregulowego (wskazéwka: krzywa jest wyznaczone w tym

przypadku przez dwa punkty.)

. Zalozmy prawdopodobienstwa apriori klas decyzyjnych {4, —} sa rowne odpowiednio p; oraz p_ =

1 — p4 oraz zt6zmy dodatkowo, ze punkt punkt wspotrzednych (z,y) lezy na krzywej ROC. Podaé
formute na blad klasyfikacji w terminach: x,y,py,p_.

. Zalozmy prawdopodobienistwa apriori klas decyzyjnych {4+, —} sa rowne odpowiednio p, oraz p_ =

1 — py. Znajdz w przestrzeni ROC (w ukladzie: czulo§é, 1-specyficzno$é) miejsce geometryczne
punktéw o stalym bledzie klasyfikacji rownym e.

. Na podstawie wynikéw z poprzednich punktéw podaj procedure graficzna znajdowania klasyfikatora

o najwiekszej doktadnosci, dla danych py i p_.

6.2 Klasyfikator bezregulowy

1.

. Przypus$émy, ze mamy n klas decyzyjnych z prawdopodobieristwami pq,...,p,

Przypuéémy, ze w populacji jest 90% oséb zdrowych oraz 10% oséb chorujacych na pewng chorobe.
Przypu$émy, ze klasyfikujemy pacjenta w ten sposéb ze rzucamy symetryczng moneta oraz jezeli
wypadl orzel diagnozujemy: zdrowy, jezeli reszka stawiamy diagnoze: chory. Obliczy¢ doktadnosé
klasyfikacji takiego klasyfikatora (czyli prawdopodobieristwo pojecia poprawnej decyzji).

2,3 Rozwazmy re-
gule decyzyjna ktéra z prawdopodobienstwem ¢; podejmuje decyzje 1, z prawdopodobienstwem ¢
podejmuje decyzje 2, ..., z prawdopodobienistwem ¢, podejmuje decyzje n. Nalezy wyznaczy¢:

(a) prawdopodobieristwo podjecia poprawnej decyzji jako funkcje p i g (Pr(p, q)),

(b) dla jakiego wektora g wyrazenie Pr(p,q) przyjmuje warto$¢ najwieksza ?

. Wezmy pod uwage zmienng decyzyjna zbioru contactLens. Zal6ézmy, ze pojawil sie pacjent dla

ktorego nie pomierzono zadnego z atrybutéw warunkowych, jaka decyzje o wyborze soczewki rozsadnie
byltoby podjacé?

2Rozwazania te prowadza do tzw. klasyfikatora bezregulowego (Zero Rule). Rozsadnie jest oceniaé jakos¢ dowolnego

klasyfikatora (zwlaszcza tych stabej jakosci) w stosunku do klasyfikatora bezregutowego.

3Nalezy mie¢ $wiadomosé, ze — mimo czasami wysokiej doktadnosci klasyfikacji — praktyczna przydatnosé klasyfikatorow

tego typu jest bardzo ograniczona.



6.3 Naiwny klasyfikator bayesowski

1. Dla zbioru danych contactLens (tab. 3):

6.4 Regresja liniowa i logistyczna

1. Rozwazmy dwie klasy decyzyjne +1 i —1 o rozktadzie normalnym N (M;, X)) oraz N (Ms, ¥) wyznaczy¢:
(a) rownanie funkcji dyskryminujacej obie klasy.
(b) prawdopodobienistwa decyzji pod warunkiem z: p(y = +1|z), oraz p(y = —1|x)

2. Rozwazmy model regresji logistycznej

1
1+ exp(—yw’z)

p(y = +1lz,w) = fyw'z) =

wyznaczy¢

(a) funkcje wiarygodnosci

(b) wektor pierwszych pochodnych (gradient) funkcji logistycznej, por6wnaé wynik z krokiem aktu-
alizacji wag algorytmu ,regula perceptronu”

(c¢) macierz drugich pochodnych funkcji logistycznej

6.5 Drzewa decyzyjne

1. Wielkos¢ H(Y|X) nosi nazwe zanieczyszczenia (ang. impurity). Uzasadni¢, ze minimalizacja zanie-
czyszczenia jest rownowazna maksymalizacji przyrostu informacji 1(X,Y).

2. Przeprowadzi¢ dyskusja, ktora z miar (zanieczyszczenie (H(Y'|X), przyrost informacji (H(Y) -
H(Y|X)), czy informacje wzajemna) jest najkorzystniejsza z obliczeniowego punktu widzenia przy
konstrukcji drzewa decyzyjnego.

3. Dla danych contactLens (tab. 3) zbudowac pelne drzewo decyzyjne stosujac miare zanieczysz-
czenia oparta na Iy lub Ig.

4. Przyciac drzewo korzystajac wykorzystujac minimalizujaca koszt E + oT', gdzie E jest bledem na
zbiorze uczacym a T jest rozmiarem drzewa, przyja¢ a = 0.1.
6.6 Sieci neuronowe, perceptron
1. Rozwazmy algorytm uczenia perceptronu przedstawiony na rysunku 1.

(a) Sprawdzi¢ czy nastepujace dane:

x:{gégiy d=[-1 -1 -1 1], (1)

sa liniowo separowane.

(b) Wykona¢ do korica algorytm dla danych 1d; jako wagi poczatkowe mozna przyjaé by = 1 oraz
wo = [0 0],

(c) wyznaczyé margines separacji.



1: function [W,B]=LEARNP({(X® d")}iz1. p)
2: n = 0;
3: while n < p do (czy wszystkie probki sa poprawnie klasyfikowane)
4: if di(<wk, CCZ> + bk) < 0 then (Czy probka jest po wlasciwej stronie)
5: Wg4+1 = Wk + dt- Xi; (nie - korygujemy wagi)
6: b1 = b +d" - 1;
7 n = O, (zerujemy licznik stopu)
8: else
9: n + +; (tak - zwiekszamy licznik stopu)
10: end if
11: end while

12: end function

Rysunek 1: Algorytm uczenia perceptronu

(d) Uzasadnié, ze algorytm nie zatrzyma sie nigdy dla danych:

r [0 1 01 T_ [ _
:z:{o()ll}, = -1 11 -1].

(e) Udowodni¢, ze algorytm ten zatrzyma sie zawsze, jezeli tylko zbior wzorcoéw bedzie liniowo se-
parowany. (wskazowka: oszacowaé z dolu rzut wektora wag na dowolna prosta separacjaca, oszacowaé z gory

norme wektora wag, skorzystac z twierdzenia Cauchy’ego-Schwartz’a.)

7 Wyszukiwanie regul i wzorcéw

7.1 Algorytm apriori

1. Dla tabeli danych 6 wykonaé¢ nastepujace czynnosci:

(a)
(b)

Znalez¢ wsparcie nastepujacych zbiorow: {A;}, {41, Ao}, {A1, As, Ag}.

Znalezé zaufanie nastepujacych regul: {0 — A3}, {41, 42 — As}, {41 — AxA4},{A1 A5 —
Ay}

Zmalez¢ wszystkie zbiory czeste o ming,p, = 4 uzywajac klasycznego algorytmu Apriori.

Znalez¢ wszystkie zbiory czeste o ming,,, = 1 uzywajac drzewka wyliczajgcego podzbiory od
prawej do lewej lub odwrotnie.

Wyznaczy¢ reguty o mingons > 0.6.

Dla regul znalezionych w poprzednich dwéch punktach: zaznaczy¢ na wykresie (wsparcie,
zaufanie) reguly jako pojedyncze punkty.

Wyznaczy¢ wszystkiew reguly paretooptymalne.

2. Dla tabeli danych 6 wykonac nastepujace czynnosci:

(a)
(b)

—
o
~—

znalezé wszystkie zbiory czeste o ming,p, = 5 uzywajac klasycznego algorytmu Apriori,

znalez¢ wszystkie zbiory czeste o ming,,, = 1 uzywajac drzewka wyliczajacego podzbiory od
prawej do lewej lub odwrotnie,

wyznaczy¢ reguty mincons > 0.6

dla regul znalezionych w poprzednich dwoch punktach: zaznaczyé na wykresie reguty jako
punkty (wsparcie, zaufanie) oraz wyznaczy¢ reguly pareto-optymalne.



Tablica 6: Zbiér danych, poszukiwanie podzbioréw czestych

Zbiory czeste|[wsparcie]

1o [ 4, [ 42 [, T ——

Hototota b} |10
Ay, A} 7

31100 i -

41101 A :

5(1]0]0[0

S 8 2 g (1) ]Brzeg negatywny\

slo[1[0]1 {As}

ofol1]o01 (A1, Aa}

wlolo]o]|1

1 1]0]0

200|101

13[0]0]0]0

14[0]0]0]0

5[0][0]0]0

60101

17[0]0]1]0

8[1]0]0]0

©[0[0]0]1

001 [1[0]1 -

Rys. Drzewko przeszukiwan wraz z brzegiem

Przypomnienie

Entropia

k
H(a) = =) Pr{a = p}log,(Pr{a = p})

p=1

Informacja wzajemna (przyrost informacji)

Iy(d,a) = H(d)— H(d|a)

Ig(d,a) = H(a)+ H(d)— H(ad)
k

Hdla) = 3 Pr{o=phH(da=p)

Indeks Gini’ego jako miara rozproszenia

k
Goagr(a) =1— ZPr{a = p}2

p=1

IGCART (d7 a) = GC’ART(d) - GCART(d|a)

k

GCART(d|a) = Z P’I“{Cl = p}GCART(d‘a = p)

p=1



Tablica 7: Zbiér danych nr 2

[A1]A2[ 4] Aq [ A5] As| A7]

O(1(1|1|1|1]1
1{1|0j0]j1]|1|1
0j0j0j1|0|0]1
1{1|j1(0j1|1]0
1{1]0(1j1|1]0
1710(0(0|1]0]0
0j|0|1]|]0|0]0|1
Oj0(1j1|0(0]1
oOjo0(1j1|0(1]1
1/10]0(0]1]0]0
11|01 ]1]1|1
110(0j1|1]1/0
oO(1(1j1|1|1]1
O(1(0j1 1|11
0|1{0|1]{0|0]O0
0170|0000
10|11 ]1]|1|1
11|11 ]1]1|1
10|11 ]1]1|1
Ojo0(1j1j0|0]1

l
Q:Z Nij —ni.n.j/n

i=1 j=1 i/

Statystyka @ ma rozktad x? z (k — 1)(I — 1) stopniami swobody.

Liniowa separowalno$é, marginesem separacji Mowimy, ze zbior wzorcow {(X*,d")}i=1,.. , jest
linowo separowalny, jezeli istnieje prosta o parametrach (w,b) taka, ze dla kazdego ¢ = 1,...,p
zachodzi:

n
d® ija:j(i)—kb >0

j=1

Niech v = 4@ (Z?zl wjxj(i) + b). Marginesem separacji prostej o parametrach (w, b), nazy-
wamy liczbe

Yy =, min 1.

Jezeli |lw]| = 1 wtedy margines jest minimalng odlegloscia punku od prostej wzieta ze znakiem

Norma, iloczyn skalarny

e Iloczyn skalarny

(w,z) =31 wix;

e Norma wektora
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HU)” = Z?:l U}i2

e Twierdzenie (Cauchy-Schwartz)
(w,z) < Jwl] - ||

Wyliczanie podzbioréw

function rekurencjal(atr,mm)
disp (num2str(atr))
if isempty(atr)
mx=0;
else
mx=max (atr) ;
end
for ii=mm:-1:mx+1
rekurencjal([atr ii],mm);
end
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