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6 Kombinatoryka

Niech A bedzie w ponizszych definicjach dowolnym zbiorem skoniczonym, |A| = n.

Definicja 30. Permutacja bez powtorzen tworzong z elementéw tego zbioru nazywamy kazdy n-wyrazowy
ciag utworzony z elementow tego zbioru (kazdy element zbioru A wystepuje w ciagu doktadnie jeden raz).

Liczba permutacji wyrazana jest wzorem:
P, =n!

Mozna réwniez rozwazy¢ funkcje o : A — A, ktérej wartoscia jest pewna permutacja zbioru A.

Definicja 31. Permutacja z powtorzeniami m-elementowg tworzona z elementéw tego zbioru nazywamy
kazdy m-wyrazowy ciag utworzony z elementéw tego zbioru (element a; ze zbioru A wystepuje w ciagu
doktadnie m; razy, m = my + ...+ m,). Liczba permutacji z powtorzeniami wyrazana jest wzorem:

n!
P —
n

mq!...my!
Definicja 32. Wariacja k-elementowg bez powtorzen tworzona z elementow tego zbioru nazywamy kazdy
cigg zawierajacy k elementéw i oznaczamy symbolem V¥. Liczba wariacji bez powtérzen wyraza sie
wzorem:

VE=pE=n.(n—1)-...-(n—k+1) (tzw. potega kroczaca)
Definicja 33. Wariacja k-elementowa z powtdrzeniami tworzong z elementéw tego zbioru nazywamy

kazdy ciag zawierajacy k elementéw ze zbioru ze zbioru A i oznaczamy symbolem V*. Liczba wariacji z
powtérzeniami wyraza sie¢ wzorem:
VEk =nk

n

Definicja 34. Kombinacja k-elementowa bez powtérzen tworzong z elementéw tego zbioru nazywamy
kazdy podzbior zawierajacy k elementéw i oznaczamy symbolem CF. Liczbe kombinacji wyznacza symbol

dwumianowy Newtona:
|
ok _ (™) n!
" <kz> El(n — k)!

Definicja 35. Kombinacja k-elementowg z powtorzeniami tworzong z elementéw tego zbioru nazywamy
kazdy multizbior (zbiér zawierajacy niekoniecznie rézne elementy) zawierajacy k element6w ze zbioru A

i oznaczamy symbolem C¥. Liczbe kombinacji wyznacza symbol dwumianowy Newtona:

T <n+k—1) _(n+k-1)
k El(n —1)!
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Twierdzenie 104. (Reguta mnozenia) Jesli pewna czynno$é¢ wykonuje sie w k etapach, przy czym: etap
nr 1 mozna wykonaé¢ na n; sposobéw, etap nr 2 mozna wykona¢ na ns sposobow, ..., etap k-ty mozna
wykonaé¢ na nj sposobéw, to liczba N sposobéw, na jaki mozna wykonaé te czynno$é¢ wynosi:

N=mny-ng-...-ng
Regulta mnozenia w odniesieniu do teorii zbioréw: Dla dowolnych zbioréow skonczonych Aj, As, ..., Ak
zachodzi réwnosé:
|A1 XAQ X oo XAk|: |A1|‘A1||Ak|

Twierdzenie 105. (Regula dodawania) Jesli mozna wykonaé k czynnosci, przy czym pierwsza daje ng
wynikow, druga ns wynikéw, - - -, k-ta daje ny wynikdéw oraz te wszystkie wyniki sg rézne, to wykonanie
ktorejkolwiek z tych czynnosci daje N wynikéw:

N=ny4+ns+...+ng

Regula dodawania w odniesieniu do teorii zbioréw: Dla dowolnych skonczonych parami roztacznych
zbioréw Ay, Ag,..., Ar ( AiNA; =@ dla i # j) zachodzi réwnosé:

|A1UA2U...UAk|:|A1|+|A2‘+...+|Ak|

Twierdzenie 106. (Wzor wlaczen i wytaczen) Dla dowolnych dwoch skoriczonych zbioréow Aj, Ay zachodzi
rOWNOSC:

|A1 U Ag| = |A1| + |A2] — |41 N Ag|
Dla dowolnych trzech skonczonych zbiorow A;, As, Az zachodzi rownos¢:
|A1 U Ay U Ag| = |A1| + |Aa| + |As| — |[A1 N Ag| — |A1 N As| — |Aa N As| + |41 N Ag N As]
Ogolnie, dla dowolnych skoriczonych zbioréw Aj, As, ..., Ax zachodzi réwnosc:
k k
JAl =D 14— Y JAindl+ > JAnA nAl+.. + (—1)" AN AL N Ay
i=1 i=1 i,431<3 i,,k;1<j<k

Twierdzenie 109. (Zasada szufladkowa Dirichleta) Jezeli wlozymy m przedmiotéw do n szuflad, gdzie
m > n, to istnieje co najmniej 1 szuflada z wiecej niz jednym przedmiotem.

Formalnie: Niech A i B beda zbiorami skoriczonymi, przy czym |A| > |B|. Wowczas nie istnieje funkcja
roznowartosciowa f : A — B na zbiér B.

Definicja 36. Liczba Bella B,, dla n € N nazywamy liczbe mozliwych podzialéw zbioru n-elementowego.
Liczby Bella spetniaja ponizszy wzor rekurencyjny:

Bui=) (Z) By

k=0
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