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Modelowanie i analiza uktadéw dynamicznych
Z czasem dyskretnym

Opracowat : dr in. Stawomir Jaszczak

1. Wprowadzenie teoretyczne

Wprowadzenie maszyny cyfrowej (komptd, sterownika mikroprocesorowego,
sterownika programowalnego) do ukladu etesnia w miejsce regulatora analogowego
zmienia natug tegaz uktadu z cigtej w czasie w dyskretnniecagta w czasie).

Uproszczony schemat blokowy uktadu steamwa przedstawiono na rys.2.1. Pozostate
elementy ukfadu sterowania (gdzenia wykonawczo — nastawcze, agizenia pomiarowe i
obiekt sterowania) zachovwaupryginalne cechy dynamiczne i statyczne.

Oproécz dyskretyzacji czasugdacej efektem procesu probkowania (ang. sampling) w
uktadzie z maszyncyfrowa wyskpuje dyskretyzacji amplitudy sygnatéw, co stanowi efekt
operacji kwantowania i kodowania.
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Rys.2.1.Uproszczony schemat blokouktadu sterowania z maszyayfrowa.

Kwestia kodowania, zwkana z operagj przetwarzania A/C, jest istotna na etapie
implementacji algorytmu sterowania, kiedy rgigrzeanalizow& mazliwos¢ wystpienia
btedéw, wynikapcych z ograniczonej dilugoi stowa, wykorzystywanego do
zaprezentowania wado rzeczywistej. Z tego powodu nieedzie poruszana na etapie
rozwazan o dyskretyzaciji.

Z dotychczasowych ustalevynika, ze uktad sterowania z maszynyfrowa w funkcji
regulatora stanowi system hybrydowy (cyfrowo — analogowy |uti, pemina¢ kodowanie
dyskretno — cigly). Powstaje pytanie : jakimi metodami ama zaprojektowa algorytm
sterowania, ktory zapewni spetnienie wymageo do stabilngei i jakosci dziatania ? W [17]
Leigh zaproponowat nagiujace procedury zmierzgje do realizacji wyej wymienionego
celu (rys.2.2) :
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Rys.2.2.Procedury projektowania cyfrowego algorytmu regulaciji.

W dalszym cigu rozwaan zajmiemy s¢ metodami 1 i 3. W obu przypadkach niede
jest przeksztatcenie modelwagiego (réwnanie réniczkowe lub transmitancja operatorowa)
w model dyskretny (réwnanie zdicowe lub transmitancja operatorowa w dziedza)jerzy
czym dla metody 3 dotyczy algorytmu regulacji, a metody 2 modelu dynamiki obiektu
regulacji. W tabeli 1 przedstawioneady i zalety obydwu procedur.

Projektowanie w dziedzinie cigltej i dyskretyzacji | Dyskretyzacja modelu i projektowanie w
algorytmu dziedzinie dyskretnej
+ dobra interpretacja fizyczna + uwgdhienie wszystkich elementéw modelu (A/C,
C/A...) — uwzgbdnienie efektu utraty informacji
+ brak wplywuTg na projekt — + wrdiwo$¢ na zmianyTg
+ zgodnd¢ dla dostatecznie krétkiegia — maliwo$¢ zmiany whasnéci modelu
— pogorszenie jakai przy rosmcym T + nowe wiasnéci modelu (np. skaczony czasg
sterowania)
— mazliwoé¢ utraty stabilnéci przy dyskretyzaciji

Tab.1.Poréwnanie metod projektowania algorytmow cyfrowych.

Opis i analiz uktadow dynamicznych z czasem dyskretnym ginga dyskretna
transformacja Laplace’a inaczej nazywana transforiacj

Zatzmy, ze sygnat cigly f(t) (rys.2.3a) poddajemy operacji przetwarzania A/C (tj.
prébkowania) i uzyskujemy cig wartdci f(kTs)(rys.2.3b).

! Na tym etapie rozwan pomijamy kodowanie tj. dyskretyzacmplitudy
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Rys.2.3.Proces prébkowania sygnakgtgof(t).

Ciag wartaci f(t) oddalgnych o czas prébkowania, co odpowiada dyskretnej funkji
Funkcg (sygnat) dyskretnf (t) mozna przetransformowavykorzystujc definici rachunku
operatorowego Laplace’a :

00

L{fo(t} = [ 1°(t)e “at (2.1)

0
przy czym mana zapisé
L{f @)= F(s) (2.2)

Zgodnie z przyjtym zatweniami — funkcja dyskretnd*(t) jest okr&lona tylko w
chwilach :

k=
T, (2.3)
t, = KT
f ()E(E'Stdt-Zf(

Stad )E@‘“s =F(s) (2.4)

o3

Przyjmijmy Z{f t}=L{r ()} =F(2)
Stad Zf (kr,) e Zf (kt,) 2™ (2.5)

co stanowi definig dyskretnej transformacji Laplace a.

Przeksztalcenie ,Z” (dyskretna transihacja ,Z”) stanowi podstawowe nadzie do
analizy systemow dynamicznych, dyskretnywhczasie. Praktycznie jest odpowiednikiem
transformacji Laplace’a wykorztggvanym przy badaniu uktadéwagjtych w czasie.

Operator ,z” jest analogiem operatora ,s” przy zatwu wynikagcym z definicji tj.

2n

T =
z=¢e", gdzies=o0tju, ° w,
w, = 27f

Zgodnie z definigj (2.5) przeksztatcenie ,Z” jest rozwigmiem Szeregu pegowego
wzgledemz®. Innymi stowy operator ,z” naley utozsamia z przesuniciem kwantu czasu w
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réwnaniach rénicowych, co odpowiada #zé@iczkowaniu zmiennej zateej po czasie w
réwnaniach réniczkowych. Schemat przedstawiaggezeksztatcenia ,Z”

FR=z{tkr.) = fT)x*

f(kTs) F(2)

f(kTs) F(2)

f(kt,)=2"{F(z}
Rys.2.4.Idea przeksztatcenia ,Z".

Podobnie jak w przypadku transformacji Laplace’a réwnika przeksztatcenia ,Z”
obowiazuja okreslone wiasnéci:

Przyjmijmy f(kT,)=f., g(kT.)=g,

1) Liniowos$¢ (zasada superpozyciji)

Z{alf, +blg} =al¥ f} +b¥ ¢ =allf)z +bE)z

Komentarz: state nie podlegajziataniu transformacji

2) Przesungcie szeregu w prawo
z{f, }=z"HA f} =z"K ) n=0

Komentarz: oznacza to przeseggie szeregu wzdtuz osi czasu w prawo 0 n — okreséw
prébkowania, co odpowiada mremiu transformaty przez'.

llustracja graficzna

f(k-1) (k) f(k+1) T,
i | ! >
k-1 k k+1
f(k-2) f(k-1) (k) B
f(k-3) f(k-2) f(k-1) |22
>

Po wymnaeniu przez z', zZ° itd. mazna obserwow& ,przesuwanie” probek o

okreslonym indeksie w prawo od oryginalnej pozyciji.

3) Przesungcie szeregu w lewo
At d=rddd -S(h )=o)y -5(ho

Komentarz: Przy przeswuiu w lewo wzdtd osi czasu znikaj te pierwsze wyrazy
szeregu, ktore po przesuaiu leza na lewo od punktu zerowego.
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llustracja graficzna

f(k-1) (k) f(k+1) v,
k!1 =k k-|=-1 g
f(k) f(k+1) f(k+2) |z
f(k+1) f(k+2) f(k+3) | - 22
>

Po wymnaeniu przez', Z itd. mazna obserwow&, przesuwanie” probek o oksnym
indeksie w lewo od oryginalnej pozyciji.

4) Twierdzenie o wartdci poczatkowe]
lim f, = lim z" (F (2) wg Ackermanna
im_f, = lm_F (z) wg Brzozki
5) Twierdzenie o wartgci koncowej
lim f, =1lm (1-2z"F(z) = lim 27_1[F z
. he = i R wg Ackermanna
lim f, =lim(z-1)0F(z) Lo
ko z-1 wg Brzozki
Komentarze do tw. 5

Jeli wszystkie bieguny F(z) znajdup sSie wewmtrz kota jednostkowego wtedy
f(kT,) - O0dlak - o.

J&li F(z2 ma jakikolwiek biegun poza kotem jednostkowym wowczBESKT, jest
nieograniczone i nie posiada granicy — przypadek niestabilny.

Jali F(z2 ma bieguny na kole jednostkowym ( z wtigem z=1) rozwigzanie
charakteryzuje gioscylacjami, ktore nigdy nie gasn

Jest tylko jeden przypadek, kiecﬁiyrl f (KT,) jest skaczone i state oraz spetnia warunki

twierdzeniaF(z) ma biegurz=1

Przyjmupc, ze dany jest model ggly obiektu regulacji w postaci transmitancji
operatorowejG(s) transformacja Z daje milbwos$¢ wyznaczania na tej podstawie modelu
dyskretnegds(2).

Transmitangj dyskretma G(z) nalezy interpretowa podobnie, jak transmitangj
operatorow G(s) jako zalenos¢ migdzy transformatami sygnatéw wieje/wyjscie
dyskretnych w czasie oddalonych o czas probkowanieo pokazano na rys.2.5.

u(z)
_ 7 ew y(z)
u(kT ) y(KT 5)
u@s)  ux(s) y(s) y*(s)
——1 G <
Ts Ts

Rys.2.5.llustracja pegia transmitancji dyskretne;j.
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Podobnie jak w transmitanc{b(s), w G(z) wyskpuja zera i bieguny, jednak ocena
ksztattu odpowiedzi uktadu dyskretnego na doweopowodzenie nie jest tak prosta jak dla
uktadu caglego. W dalszej e#ci zostam podane wskazéwki, w jaki sposéb interpretéwa
rézne rozktady zer i biegunéw, zaklagajednak,ze w przypadku uktadu dyskretnego rigle
kazdy przypadek rozpatrywandywidualnie.

Poniej zostan przedstawione podstawowe metody dyskretyzacji modedgtego
zapisanego w postaGi(s).

1. Metody opierajace s¢ na definicji transformaciji Z.
Metoda bezpdrednia

z{a o)} = Z{olt} = 3

Bezpdrednie wykorzystanie definicji wymagazeprowadzenia dwéch operacji :
a) znalezienia oryginatu funkcji przeja G(s)

( na podstawie tablic lub z definicji )
b) rozwinkcia funkcji dyskretnej zgodnie z defimdransformaciji Z.

Mozna tego unika¢ wykorzystuac tablice przeksztatteZ, zawierajce transformaty w
dziedziniez oraz funkcje oryginalne.

Przyktad
Dana jest transmitancja operatorowa obiektu inercyjnego legirz
3 S
Gls)=_3 =)
s+2 u(s)

Wyznaczy dyskretr transmitangj G(2).
Wykorzystujic tablice okrélamy oryginat funkcjiG(s)®

4 3 41 _
t)=L"—— =30 ——' =3
g() {s+2} {s+2}

Zgodnie z def. (2.5)

ole)= Qﬁm 7 =33 I B 2
Powyzszy szereg mma zapisaw formie ilorazu.
Wiedzgc, ze:
Z _2—2TS =37 +3 I+
. _3;'_;5 =3+3@ 7 It +..

Zadanie upraszczagsiezeli dokonamy transformaci wykorzystaniem tablic.
ya i =3Z i = SG#_ZT
S+2 S+2 z-e“-
Wynik jest identyczny.

W przypadku funkcjiG(s) wyzszego rzdu, mana dokona rozktadu na utamki proste, a
nastpnie dokonéa dyskretyzacji kadego utamka z osobna.

2 zahcznik nr 1 — wiersz 4 w tabel
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Przyktad

S:y(s): 3s+1 - 1,5 _ 4
Ol () T (e )lo+ s+3) s+ sr2 3

Glg)=z]-t+ 2 - 2 17/ L lig7) 1 1 47) 1 Lo
s+l s+2 s+3 s+1 S+2 s+3
___z .5z 4

z2-e" z2-e¢% z2-¢7

Metoda ZOH — zmodyfikowana metoda bezpgrednia

Przedstawiona nteda dyskretyzacji, mimo popraw§tw matematycznej, nie uwzginia
ograniczé, ktore wnosz do rzeczywistego ukladu sterowania przetworniki AC i CA.
Definicja transformacji Z zostata wyprowadzona przy zadau braku tzw. czasu apertury tj.
proces probkowania me by zrealizowany w sposob idealny za pom@opulséw o czasie
trwania réownym zero. Jest to niestizve do spetnienia w praktycznym uktadzie.adbt
zazwyczaj model obiektu jest uzupetniany o dyngn@kstrapolatora (zerowego — zoh (ang
zero order hold) lub pierwszegoedu — foh (ang. first order hold)). Takie rozwanie daje
mozliwos¢ uwzgkdnienia dynamiki procesu C/A w dalszymgu projektowania.

Z tego powodu dyskretyzacji przeprowadza wi oparciu 0 metag zmodyfikowan,
ktora wykorzystuje informacje o dynamice pesa przetwarzania C/A. Model procesu C/A
przedstawia gizazwyczaj w nagpujacej postaci (rys.2.6):

—»—0/ @—— | EKSTRAPOLATOR >

u(kT) Ts u'(KkL) u(t)
Au'(KT) Au(t
X ) —
X ' ' ——
- - - | - |
To 2T, 3Ts & t

Rys.2.6.Abstrakcyjny model procesu C/A.

Z punktu widzenia zmian dynamiki istgtnjest etap podtrzymywania sygnatu
dyskretnego midzy chwilami ,zamkngcia” wyidealizowanego impulsatora. Oznacza to
konieczné¢ uwzgkdnienia dynamiki ekstrapolatora.

EKSTRAPOLATOR
Ge(s) | ™ Gols)

Rys.2.7.llustracja wptywu dynamiki ekstrapolatora na dynamikektu.
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Na podstawie rys.2.7 mipa zapisatransmitang wypadkowa:
G™(S) = Ge (5) (G (9)
G"(2) = Z BG¢ (5) G, (s}
1_ e—STS

Ge(9) =

S
6'(2)=2 E{l_ e mo(s)} - [1— 7z E{G—(S)}]
S S

Dalsza cg$¢ procedury przebiega tak samo jak dla dyskretyzacji Beegoio z

definicji.
Przykfad

G'(s)= z{l_‘;—gs ' fz} = (-2 E{s(sim)} -
berilly) o

= o) TV o) T e ™)

2. Metody opierajace s¢ ha przyblizaniu operacji rozniczkowania lub catkowania
W praktyce rownie powszechne jestsiwanie metod dyskretyzacji opie@jch s¢ na
przyblizeniach, uzaleniajacych pochoda od tzw. rénic skaxczonych m.in. :
1. metoda Eulera wprzod (ang. Fawd) — metoda ekstrapolacyjna,
2. metoda Eulera wstecz (ang. Baekd) — metoda interpolacyjna,
3. metoda Tustina (ang. Trapedal) — metoda ,trapezow”,
Metoda EULERA WPRZOD
W metodzie przyjmujemyze:

df (t)

dt

f(k+1)- f (k)
T,

t=KT s

Stad po zastosowaniu tw. ozdiczkowaniu :

L{df(t) }:L{f(kﬂT)-f(k)}

_F(9z-F()

dt
F(z)3=

S

Z czego wynika

Przykfad
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_ 3 _ys)
G(s)=—= =2~
S s+2  u(s)
G(2) i‘ _ 3, _y(2)
271, 271420 u(z)
Metoda EULERA WSTECZ
W metodzie przyjmujemy;e:
df (1)) f(K)-f(k-1)

dt

t=KT, S
Stad po zastosowaniu tw. omdiczkowaniu :

L{df (t) }: L{ f (k)—Tf (k—l)}

dt

F =
(s=FlEE
1-7t z-1
sS= —
TS TS
Przykfad
_ 3 _y(s
G(s)=—>_ =21/
S s+2  u(s)
3 3T [z 3T.z
G - S - S
(2 z-1,, z-1+2Tz Z{1+21)-1
T.[Z

Metoda TUSTINA
W przypadku metody trapezéw przyjmuje siw. zalenos¢ biliniowa :

s=— ==

T, 1+z7 T, z+1

Przykfad

_ 3 _y(s

Gls)=_>_ =Y/

S s+2  u(s)
G(z)= 3 __ snz+) _ sm(z+1) _y(2)
2771, 2z-2+4T [+, 22+T,)+T.-z u(2)

T, z+1

Wybér metody dyskretyzacji powinien obejmaianaliz doktadndci odwzorowania
cech dynamicznych modeluagiego przez odpowiednik dyskretny, przy czym wiado#,
osiagniecie poprawy jakéci modelu dyskretnego wie sk rOwniez ze zmniejszaniem tzw.
okresu dyskretyzacji, zazanego z fizycznym parametrem przetwornikow A/C i C/A tj.
czasem probkowanid. Efektem ubocznym zmniejszartaasu prébkowania jest, podobnie
jak w przypadku operacji A/C, zekiszenie naktadu oblichekoniecznych do wyznaczenia
wewrgtrznej, cyfrowej reprezentacji dynamiki procesu sterowanego.
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2. Czes¢ praktyczna

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie ¢siz podstawowymi metodami dyskretyzacii
tj.sposobami zamiany uktadéwagtych na dyskretne oraz zatesciami pomedzy uktadami
ciagtymi i dyskretnymi.

Zostanie zbadany wptyw metody dyskretyzacji oraz czasu probkowania rawigdry
o dynamice w odniesieniu do obiekdpisanego w dziedzinieagjte].

Efektem kaicowym ma by uzyskanie umiefnosci dyskretyzacji modeli dynamicznych
o charakterze ggtym wraz z doborem optymalnego czasu probkowania, liczby poziomow
skwantowania i zapisu w postaci roving@znicowych.

2.1.Analiza w Control System Toolbox (CST)

Systemy liniowe z czasem dyskretnym radgc reprezentowane w CST poprzez :
e Opis w postaci transmitancji operatorowej w dziedzinie z tzw. transmitancja
dyskretna [1,14,36]
* 0Opis w przestrzeni w stanu.
W przypadku zapisu operatorowego wspghozki wielomianu licznika i mianownika
funkcji przegcia (transmitancji) swprowadzane w postaci wektorow wierszowych. Tadcwi
majc dary 0golm posta funkcji przegcian — stopnia :

b,z" +b, 2" +..bz+h,
a,z"+a, 2" +..az+a,

G(z)=

w przestrzeni Matlaba reprezentyy dwa wektory :

>> licz = [bm bm1,.,bl, b0];
>> man = [ap, ap-1,-.-a1, aogl;
Przykiad :
522 +27°+7z+3
G(s)=—= 3 2
32°+7z2°+2z°+52+3
>> licz =[5,2,7,3];
>> man = [3,7,2,5,3];

Obecna wersja CST umdavia rowniez definiowanie obiektéw za pomgdunkcji tf.
Funkcjatf umazliwia przypisanie wektorévicz i mian do obiektu. Wpisanie nazwy obiektu
i zatwierdzenie z linii komend spowoduje $myetlenie transmitancjiWw przypadku obiektéw
z czasem dyskretnym koniecznestjeedefiniowanie czasu probkowania jako trzeciego
argumentu.

Przyktad :
>> obiektd = tf(licz, man,1)

>>0bi ekt d
Transfer function:
5z"3 + 2 z"2 + 7 z + 3

3z"4 +7 z"3 + 2 z"2 + 5z + 3

Sanpling tinme: 1
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Mozna wykorzystéa inny sposéb wywotania obiektu dyskretnego poprzez :
printsys(licz,man,'z")

num den =

5z"3 +2z"2 +7 z + 3

3z"M + 7 z"3 +2 z2"2 + 52z + 3

Analiza obiektow dyskretnych w starszych wersjach CST opieratarsas¢pujace funkcje :
dimpulse(licz, mian) - umaliwia wykreslanie charakterystyk impulsowych
dstep(licz, mian) - umaliwia wykreslanie charakterystyk skokowych
dnyquist(licz, mian) - umaliwia wykreslanie charakterystyk amplitudowo-fazowych
dbodglicz, mian) - umaliwia wykreslanie logarytmicznych charakterystyk
czestotliwosciowych : amplitudowych i fazowych.
c2dm(licz,mian) - dyskretyzacja uktaduagtego z wyborem metody.

Polecenia CST, w MatLabie v.6.5 i 7.0, omawianéwiczeniu pdwicconym analizie
uktadow z czasem gitym s uniwersalne i maog by¢ stosowane rowniedla uktadow z
czasem dyskretnym. Riice dotycz praktycznie deklarowanych argumentéw np. funkicja

Poza maliwoscia deklarowania i analizy obiektow w postaci transmitancji dyskretnych,
reprezentyjcych réwnania rénicowe istnieje maiwos¢é przeprowadzenia procesu
dyskretyzacji z wykorzystaniem metod zaimplementowanych w funRdjiub c2dm?®.

Przykiad :
Zdyskretyzowa obiekt opisany nagbujaca transmitangj :

ols)=_3 =Y
s+2 u(s)
W celu zdeklarowania tramstancji wykorzystamy funkejzpk :
>>z=[];
>>b=[ - 2] ;
>>k=3;

>>o0bi ekt =zpk( z, b, k)
Zer o/ pol e/ gai n:

(s+2)
Przyktadowo dyskretyzagjmetodh ZOH mazna przeprowadzinasgpujaco :
>> obi ekt d=c2d( obi ekt, 1,' zoh')*

Zer o/ pol e/ gai n:
1.297

(z-0.1353)

Sampling tinme: 1

3 funkcjac2d zastpita c2dm, ktéra mazna jednak nadal wykorzystywanimo, ze nie o niej maadnych
wzmianek w pliku pomocy.

4 funkcjac2d nie umaliwia przeprowadzenia dyskretyzacji metodami Eulera, z tego powodiyrathekt
ciagty dyskretyzowa analitycznie i deklarowajako dyskretny.
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Analize¢ porbwnawcz mazna oprzé o charakterystyki czasowe, estotliwosciowe i
rozktad zer i biegunow.
>> st ep(obi ekt, obi ekt d)
>> | npul se( obi ekt, obi ekt d)

Step Response Impulse Response

15 — 3

25

1 2
] )
2 3

2 £ 15
£ =

0.5 1

05

0 I I I I I I I I 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (sec) Time (sec)

Rys.2.8. Charakterystyki skokowa i impulsowa obiek#gteigo i dyskretnego.

>> nyqui st (obi ekt , obi ekt d)
>> bode( obi ekt , obi ekt d)

Nyquist Diagram Bode Diagram
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Rys.2.9. Charakterystyki egtotliwosciowe obiektu cigtego i dyskretnego.

>> pzmap(obi ekt)
>> pzmap( obi ekt d)

Pole-Zero Map Pole-Zero Map
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- |
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Rys.2.10. Rozktad zer i biegundw obiektagtego i dyskretnego.

W wyniku dyskretyzacji dynamika obiektuagtego jest znieksztatcana wskutek utraty
informacji w wyniku operacji probkowania. Punktu widzenia dynamiki jest to efekt
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niedokltadnego odwzorowania peémia zer i biegundéw obiektu agitego. W trakcie
prowadzenia badanalezy sprawdzt wptyw metody oraz czasu probkowania nadigtw
odwzorowaniu wiasniei dynamicznych.

Zadanie 1 —wplyw metody oraz czasu probkowania na bt  edy odwzorowania
wiasno sci obiektu ci agtego
a) analiza wiasndci obiektu dyskretnego dla r@énych metod dyskretyzacji
Dla czasu probkowanigs= 1 [s]
» wykresli¢ charakterystyki skokowe i impulsowe
» wykresli¢ charakterystyki agtotliwosciowe
» potozenie zer i biegunéw (sprawdzi czy bieguny i zera mieszgzsie w kole

jednostkowym)
stosujc nasg¢pujace metody
A. tustin
B. forward -S> 271

_ -1

C. backward -s_ %5
D. zoh
E. imp - z def. transformacji Z

b) analiza wlasndci obiektu dyskretnego dla r&nych czaséw prébkowania
Dla wybranej metody dyskretyzacji :
» wykresli¢ charakterystyki skokowe i impulsowe
» wykresli¢ charakterystyki agstotliwosciowe
» potozenie zer i biegunéw (sprawdziczy bieguny i zera mieszgzsic w kole
jednostkowym)
zmieniajc nasgpujaco czas probkowanig = 0.1, 0.5, 11 2 [s]
* wyznaczy analitycznie optymalny czas prébkowania i przeprowadaaliz

L.p. G(9) Zestaw 1 Zestaw 2 Zestaw 3 Zestaw 4
k |1 k |1 k |1 k 1
1 K s [-0.2+0.8] | s | -0.1+0.8j| s | -0.8+0.8j | 51 | -0.24j
(sts)Ms+s,) . . . _
S | -0.2+0.8)] |5 |-0.1+0.8j| s | -0.8+0.8)| 52 | -0.2+4]
k |1 k |1 k |1 Kk 1
2 kLS s | -0.2+0.8] | s | -0.1+0.8j| 5 | -0.8+0.8j | 51 | -0.24j
(s+s)s+s,) s, |-0.2+0.8] |s, | -0.1+0.8] s, | -0.8+0.8][ s | -0.24
z |0 z |0 z| O z 0
k |1 k |1 k |1 k 1
3 k({s+z) s | -0.2+0.8] | s | -0.1+0.8j| 5 | -0.8+0.8] | 51 | -0.24j
(s+s)ls+s,) | s |-0.2+0.8] | |-0.1+0.8]| s, [-0.8+0.8]|s, |-0.24
1| -1 Z -100 Z -10 Z -0.01

® Dla metod B i C wyprowadgianalitycznie transmitancje dyskretne stasyjodane podstawienia.
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2.2.Analiza w Simulinku

Proces tworzenia modelu, a ngmstie analizy zostanie przedstawiony na przykiadzie
prostego uktadu dynamicznego.
i(t) Zatozenia :
ukiad liniowy, czasowo-inwariantny
R R =100 [Ohm] — op0r elektryczny ,
c = 0.03 [F] — pojemn& elektryczna
u,(b) C = u,(t) U, (t) — napécie wepciowe
U (t) — napecie wyjsciowe

[, o

Po zbilansowaniu spadkéw napiz wykorzystaniem prawa Kirchoffa raoa zapisé :

i t,
R%+cqol(t)dtzul(t)
c[j:i(t)dt =U,(t)

Wykorzystupc nasgpnie przeksztatcenie Laplace’a ama zapisé ukiad réwna
operatorowych :

R[i](s)Bl;+cD‘](s)Dé:Ul(s)

Cli(s) & =Us(s)

z ktérej wynika transmitancja operatorowa :
G( S) - U 2( S) - 1
U,(s) REG+1
Krok 1 : Transmitang] G(s) dyskretyzujemy jednz przedstawionych metod — w tym
przypadku metag Tustina.

6(2)= 1 _ T.0z+1) _ To(z+])
_'I? ;im@J,l_ZEREQ—ZDREHTSB+TS z(2[R@+T,) +T, -2R @
. Z

Krok 2 : Transmitangj G(2) zapisujemy w postaci rOwhastanu, rozpisag osobno
licznik i mianownik transmitanciji.

G(2)=Ye(2) _P(2) To(z+1)
U(z) p(z) z(2RE+T,)+T,-2RE
gdziep(2) stanowi pomocnicgtransformag
L:U,(z)=p(z) T, (z+1)
M :U,(2)=p(z)[{z(2RE+T,) +T, -2 R G)

wykorzystupc twierdzenie o przeswtiu szeregu w lewo zapisujemy réwnania
roznicowe :

U,(k)=p(k+1) 0, +p(k) O,
U,(k)=p(k+1) (2R @ +T,) +p(k) [T, -2 R )

Krok 3 : Na podstawie réwnania drugiego wyznaczas(i+ 1). Przygcie zalaenia,ze
znamy zmieng p(k+1) tzn. istnieje potencjalny generator sygnafkit 1), stanowi podstagv
do utworzenia modelu.
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U,(k)- p(k) [T, -2R[2)

k+1)=
ot ) 2[RE+T,

Do rozwhzania rownania dia potrzebne : elementy sumog, wzmachiajce (Sum i
Gain z przybornika Math Operations) i op&niajace z' (Unit Delay z przybornika
Discrete) Kazdy z wymienionych elementow naleprzeciagna¢ do okna edycji. Do weégia
obiektu naley doprowadzt sygnat pobudzagy (tu: skok jednostkowy o oldlenej
amplitudzie) -Step Input ze zbioruSources

Krok 4 : Zebrane elementy umlowviaja juz zbudowanie matematycznego modelu
obiektu. Analizujc kolejne operacje matematyczne w rownaniu, ktérym poddawane s
poszczegllne sygnaly, analogiczniaczy sk elementy z odpowiednio wpisanymi
parametrami. Wybrane operacje na elementach:

— zmiana parametrow elementu — kliknna elementacisain dwukrotnie i wpisa nowe
parametry w sposéb symboliczny;

— rysowanie strzatek - klikgg na wygciu jednego elementu i przagnij strzatic do wegcia
drugiego (paiczenia mana tworzy w formie odcinkow);

— odbicie lustrzane — zaznagzglement a nagbnie wybra& z menuFormat->Flip Block

(lub Ctrl+i).

— obrét o 90 stopni - — zaznadzglement a nagbnie wybr& z menuFormat->Rotate

Block (lub Ctrl+R).

Efektem dziata jest nasipujacy model :

u1(k) P+ u2(k)
T o o R
}{—K— p{ — P{+
Step » z Scope
1/(2*R*c+Ts) Unit Delay

_K_}‘

Ts-2*R*c
Rys.2.11.Model dyskretny przedrupowaniem i zamaskowaniem.

W przypadku modelowania dyskretnego gglgpametac o sparametryzowaniu czasu
prébkowania w kadym elemencie skladowym modelep przedstawiono przyktadowo dla
elementu typu Gain na rysunku pazsji

=) Block Parameters: Gain (&3]
Gain
Element-wise gain [y = K."u] or matrix gain [y = K'wory = u)
Maln ] Signal data types ] Parameter data types ]
Gain
[142R e+ Ts)
ultiplication: | Element-wise(K. "u] ﬂ / param etr CZB.S
Sample time (-1 for inherited] A H
Irs « probkowania
jul % | Lancel ‘ Help | Lpply |

Rys.2.12.Ustawienia parametréwmodelu tworzonym w Simulinku.
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Krok 5 : Tak przygotowany model mna przeksztatéi w nowy element. W celu
zgrupowania naley zaznacz§ wszystkie elementy w okaiedycyjnym poza elementeatep
Input, Scopei wybra¢ z menuEdit->Create SubSystem Utworzony element nie posiada
standardowego okna dialogowegoikony (po dwukrotnym Kklikngciu, zamiast pol do
okreslenia parametrow, poke sk petna struktura). Elementy inl i outl odpowiadaprtom
wejsciowym i wyjsciowym modelu. Mana zmient ich etykiety naul(k) i u2(k), woéwczas te
nazwy pojaw4 Sig¢ na modelu zgrupowanym.

ul(k) > u2(k)
+ p(k+1 1 p(k)
u1(k) K- > S P+ u2(k)
- 1/(2*R*c+Ts) Unit Delay
_K{<
Ts-2*R*c

Zgrupowany model naky zamaskowé Edit->Mask SubSystem W zakiadcelcon
okreslamy ikonke bloku (j&li pozostawimy puste pole woéwczas ikorbeda etykiety
sygnatow modelu).

W zakladce Parameters definiujemy zmienne, ktére ebda widoczne w oknie
dialogowym interfejsu. W przypadku modelu dyskretnego zyaleapewnt mazliwosé
wprowadzania czasu préobkowardia

=J: Mask editor :Subsysiem

lcon | Parameters | nitialization | Documentation

Dialog parameters

@ Frampt ariable Type Ewaluate Tunahle
R opomose [Ohrm] ‘R |9“i' v | | |
¢ pojemnose [F] T edit v

el T czas probkowania jeuit

Options for selected parameter
Fopups (one perline): In dialog: Show parameter Enahle parameter

Dialog
callback:

[ oK ” Cancel ” Help H Apply ]

Odtad nowy element dlzie zachowywat si tak samo, jak standardowe elementy
Simulinka, czyli po dwukrotnym klikgciu bedzie ma@na wprowadzi wartgsci parametrow.

=1 Block Parameters: Subsystem EJE\

Subspstem [mask)

Parameters

R opamasc [Ohm]
[1ock

© pojemnosc [F]
0.0t

Tz czas problawania [z]
I[iR]

oK | Lancel Help Apply
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Krok 6 : Obejmuje przygotowanie symulacji :Simulation-> Configuration
Parameters Nalery okreli¢: metod rozwiazania, czas symulacftart Time: 0.0, Stop
Time : np. 20.0 oraz parametry metoblyn Step Size: 0.001,Max Step Size 1. Symulac}
rozpoczynamy z men8imulation->Start .

Czas pocatkowy Czas kacowy
E Configuration Parameters: elrc/Configuration, E]E]
Select: Simulation time:
Solvel Start time: [0.0 Stop time: [10.0
D ata Import/Expart , .
e e Wybor metody catkowania
.. . -Sample Time: Type: Variable-step ~ | Soker ode45 [Dormand-Prince) - numerycznego
Minimalny krok catkowania—H-— s reaiy T e I e s Y g
PES— i step size: auto clative tolerance: [1e3
Connectivity Min step s auto Ab3old rance: |auto . .
Compatbiiy s | PE—— Toleranqg wartéci bfedu
Har‘d’?fw?adree'lﬁ;\f::;igt?on Zero crossing contral: | Use local settings hd Ca.+koWa.n a
Madsl Referencing

= Real Time Workshop
-Comments
Symbols
Custom Code
Debug
Interface

LMaksymalny krok catkowania

oK Cancel | Help | Apply

Jeli wszystkie elementy majcharakter dyskretny mioa wybrd& opcg Solver ->
discrete (no continuous states)co zapobiega wéwietlaniu bkdu w Matlab Command
Window : ,Warning: The model 'elrcdoes not have continuous states...”

Zadania dodatkowe
1. Wyprowadzé modele dla pozostatyainetod dyskretyzacji i poréwhadpowiedzi na
pobudzenie w postaci skoku jednostkowego.
2. Wykorzystupc dyskretny model elementu Rc (R=100, ¢=0.01, Ts=1, Stop time (czas
symulacji) = 1000)
» zarejestrowaodpowiedzi na wymuszenginusoidalne o pulsagji=1rad/s,
» zarejestrowa odpowiedzi na wymuszengnusoidalne o pulsagp=11rad/s i
zaobserwowaefekt naktadania siczstotliwosci (aliasing).
3. Analiza procesu kodowania (kwantyzagmplitudy) i ekstrapolacji w programie

Simulink

Wykorzystupc elementy :
Element Menu
Quantizier Discontinuities
Zero Order Hold Discrete
Repeating Sequence Sources
Auto Scale Graph Sinks
To workspace Sinks
Mux Signal Routing

skonstruuj uktad jak na rysunku poey.
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»
» @
Repeating P Mux ={:|
Sequence Quantizier » Auto-Scale
Mux Graph
> J_L\_
ZOH :

To Workspace

i poréwnaj sygnat oryginalny z przetworzonymi w uktadzie kwaigyn i podtrzymujcym
prébki sygnatu oryginalnego pobierane, co czas probkowania.

Nalezy sporadzi¢ przebiegi sygnatéw dla porszych ustawig uktadow przetwarzagych:

Uktad kwantugcy 6 bitéw
(Dlugos¢ stowa)
Ukfad podtrzymuijcy

(Czas probkowania [s])

3 bity 8 bitow 12 bitow

2,1,0.5,0.2,0.12,1,0.5,0.2,0.12,1,0.5,0.2,0.12,1,0.5,0.2,0.1

zaktadagc, ze sygnat oryginalny w blokRepeating Sequencedefiniowano nagpujaco :
Time values : [0 20 20]

Output values : [0 12 0]

Zapisa& wyniki kazdej symulacji w postaci plikéw tekstowych, oznagedpedy kwantyzacji
(zaokgnglenia i odctcia) oraz bidy podtrzymywania.

Btedy numeryczne, wynikage z zastosowania uktadéw przetwagezgch mana réwnie
zaobserwowaw ukfadzie :

E_’ 1.548 Bt
_ ] —» Mux > EI
Sine Wave ~gjiger Quantizer
Gain Mux Auto-Scale
Graph

\ 4

J‘L\__

ZOH

Praca domowa

1. Zdyskretyzowa model obiektu rzeczywistego (wyldrma podstawie tabeli potd))
metodami Eulera wstecz i Tustina, a npste opracow& model w Simulinku.
Poréwna odpowied modelu dyskretnego z odpowiegilmodelu cigtego.

Zespot 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
Typ Silnik DC Naped Amortyzator | Amortyzator Sprzgto Amortyzator | Silnik DC Uktad
. jako obiekt dysku samochodowy| samochodowy| hydrauliczne| samochodowy| jako obiekt | pneumatyczny
obiektu| sterowania twardego bez z ogumieniem z ogumieniem| sterowania|  zbiornik-
predkocia HDD ogumienia | (pobudzenie — (pobudzenie - katem sitownik
(bez sita) sita) obrotu ttokowy
obciyzenia) (bez
obchkzenia)
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2. Wybrary transmitang dyskretm przeksztalci w réwnanie rdénicowe metod
bezpdredni i wyznaczy¢ numerycznie 5 prébek odpowiedzi na skokommiare
sygnatu pobudzagegou(kTs)=1(KTs).

3. Sprawdzé analitycznie jaké&t uzyskanej aproksymacji dyskretnej, wyznagzaj
wartas¢ koncowa szeregu (pobudzenie w postaci skoku jednostkowego) oraz 5 probek
sygnatu wy§ciowego metosg diugiego dzielenia.

Pytania kontrolne

1. Na czym polega metoda dyskretyzacji modekgieigo ?
a) forward
b) backward
c) trapezoidal
d) zoh

2. Coto jest czas prébkowania ?

3. Jakie efekty powizane z czasem probkowania powoduje dyskretyzacja ?

4. Wyijasnij pojecie kwantyzacji w odniesieniu do dyskretyzacji ?

5. lle wynosi poziom skwantowania sygnatuagiego przy zaigeniu, ze karta
przetwornikowa posiadal@towe unipolarne wygcie analogowe w zakresie 12 V ?

6. Napisz m-skrypt umdiwiajacy przeprowadzenie analizy czasowe] |

czestotliwosciowej modelu cigtego opisanego rownaniemzrioczkowym, oraz jego
dyskretyzagj i analiz modelu dyskretnego.

7. Omow metodyk praktycznego spogdzania charakterystyki amplitudowo-fazowej
obiektu dynamicznego.

8. Na czym polega rnica medzy elementem statycznym i dynamicznym ?

9. Podaj kilka metod doboru optymalnego czasu prébkowania.

10.W jakich jednostkach okéta sk przebieg modutu na charakterystyce amplitudowej ?

11. Wyjasnij pojecie zer i biegundw transmitancji.

12.Wyznaczy charakterystyk czasow uktadu opisanego réwnaniemzriczkowym.
Jaki to uktad?

13.Dana jest transmitancja. Podaj charakterysgskokows lub impulsowa lub
amplitudowo-fazow lub charakterystyki Bode’'go:

14.Wyznaczy odpowied ukfadu o transmitancji @olzie podana) dla wymuszenia
skokowego i okrdi¢ stah czasow uktadu.

15.W jakich jednostkach mierzyesmodut ?

16.Jaka wielkos¢ w uktadach automatyki wyza st w dB Poda przykiad.

17.W jakich jednostkach mierzyesprzesurgcie fazowe ?

18.Podaj interpretagjgeometrycza modutu i przesurcia fazowego (na ptaszcaye
czestotliwaosciowej zmiennej zespolonegj ).

19. Amplituda sygnatu wériowego wynosi X , wyciowego Y. lle wynosi wzmocnienie
sygnatu w decybelach ?

20. Okrssli¢ réznice miedzy osiami liczbowymi charakterystyki amplitudowej tego
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samego uktadu dynamicznego w skali liniowej i logarytmicznej.

21.Podaj transmitangjelementu... (wszystkie, ktére nzdéo przygotowa :
proporcjonalny, inercyjny I-go ezu,itd)

22.Podaj przykiad fizyczny elementu .... (wszystkie, ktérezaadteprzygotowa :
proporcjonalny, inercyjny I-go ezlu,itd);

23.Dana jest charakterystyka skokowa pewnego elementuacZwarta¢ skoku
jednostkowego, podaj nazwbiektu, transmitang¢j(nazwij i wyznacz warkei
parametrow) i wykrd charakterystyki cgstotliwosciowe oznaczafp dokladnie
punkty charakterystyczne.

24.Dana jest charakterystyka amplitudofazowa pewnego elementu. Podaj nazw
obiektu, transmitangj(nazwij i wyznacz wartei parametrow) i wykré
charakterystyki czasowe oznacgafloktadnie punkty charakterystyczne i
charakterystyki Bode’go.

25.Dana jest charakterystyki Bode pewnego elementu. Podaj nazebiektu,
transmitangj (nazwij i wyznacz wartei parametrow) i wykrd charakterystyki
czasowe i amplitudowo-fazamoznaczajc doktadnie punkty charakterystyczne.

26.Jakie efekty powizane z czasem probkowania powoduje dyskretyzacja ?

27.Na czym polega zjawisko aliasingu ?

28. Wyjasnij graficznie ré@nice midzy sygnatami analogowymi i cyfrowymi.

29.Czy sygnat dyskretny i cyfrowy to pgjia tazsame ? Wyjanij

30.Czy sygnat cigty i analogowy to pejcia tazsame ? Wyjgnij

31.Dane jest rownanie #hicowe. Zamié rownanie w transmitangdyskretn.

32.Dana jest transmitancja dyskretna. Zamiev rownanie ranicowe metod
bezpdredni lub kaskadow lub réwnolegd.

33.Dana jest transmitancja dyskretna. Wykorzystuglementy typu : sumator,”z
wzmochnienie narysuj sch&t blokowy ukfadu realizagego powysz transmitangj.
(Przy przeksztatceniu wykorzystéw. o przesuriciu w lewo)

34.lle wynosi poziom skwantowania (LSB) sygnatugtego przy zalgeniu, ze karta
przetwornikowa posiadaldtowe unipolarne wygie analogowe w zakresie 12 V ?

35.Co to jest rozdzielczo przetwornika AC lub CA ?

36.Dane jest nagpujace stowo (ledzie podane), reprezerdug probk sygnatu
sterupcego. Zakladag, ze karta posiada w§gie analogowe bipolarne w zakresie
12 [V], podaj wartéc¢ rzeczywisy sygnatu.

37.Elementy przetwornika AC schemat blokowy i dziatanie.

38.Elementy przetwornika CA schemat blokowy i dziatanie.

39. Model matematyczngrzetwornika CA.

40. Narysuj schemat blokowy cyfrowego uktadguéaciji. Oznacz i nazwij sygnaty oraz
zaznacz og¢ analogow i cyfrowa.

41.Wymien i omOw negatywne efekty, wygtujace w cyfrowych uktadach regulaciji.

42.0mow dziatanie elementow kqraterowego uktadu sterowania.

43.Podaj definigt transmitancji dyskretne;j.

44.Napisz twierdzenie o liniowdi i opisz je;

45.Napisz twierdzenie o przesgoiu w lewo;

46. Napisz twierdzenie o0 przesgniu w prawo;

47.Napisz twierdzenie o wartoi koncowe.

48.Napisz twierdzenie o wartoi poczitkowe).

49.Dana jest transformata dyskretnavypego sygnatu. Oblicz do jakiej waétd dazy
sygnat rzeczywisty.
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B . . zsinhgT
sinh sinhk
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Tab. Oryginaly i transformaty funkcji dyskretnych




