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1 Wstep do matematyki wspodlczesnej

Zbiory, relacje - wlasnosci, relacje réwnowaznosci, relacje porzadkujace, liczby
naturalne, zasada indukcji matematycznej, zasada minimum. Roéwnolicznosé,
liczby kardynalne, twierdzenie Cantora, XN, ¢, twierdzenie Cantora-Bernsteina.

(51, [31: [7]-

Zadania

1. Udowodni¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodzg [opxi.|:
(a) AU(ANB)=AN(AUB)=A
(b) (AUB)\C =(A\C)U(B\C)
() (A\(BUC)=(A\B)\C)
2. Zmalez¢ sume |J;Z, A; iiloczyn (2, A;, dla nastepujacych rodzin zbiorow [o v |
(a) Aj={zeR: —1<z<i}
(b) Ai={zeR: —14+1<z<1-1}
(c) Aj={zeR:0<z <1}
3. Udowodni¢ nastepujace prawa de Morgan’a [2 pke. |
(a) X —UZ, 4 = N2 (X = A)
(b) X - ﬂ;)i1 Az’ = U;.i1(X - Ai)

4. Udowodnié¢ wykorzystujac zasade indukcji matematyczney:

(a) n< 2™ [0 ekt ],

(b)y 1+a)">1+mna,dlaa>-1

(c) liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi 2" [1pke],
n n\ _ (n+l1l

(@) () + G =%

5. Napisa¢ w ulubionym jezyku programowania funkcje wypisujace wszys-

tkie [epwe. |



(a) permutacje zbioru n—elementowego,

(

(c) roznowartosciowe funkcje ze zbioru {1,...m} do zbioru {1,...,n},
(d) funkcje ze zbioru {1,...,m} do zbioru {1,...,n}.

)
b) k—elementowe podzbiory, zbioru n—elementowego,
)

6. Udowodnié¢, ze:

(a) zbioér wielomianéw o wspétczynnikach naturalnych jest przeliczalny [1 -],

(b) zbior liczb niewymiernych ma moc ¢,
(c) zbiodr liczb algebraicznych (to takie, ktore sa pierwiastkami wielomi-
anéw o wspoétczynnikach wymiernych) jest przeliczalny,

(d) zbior liczb catkowitych ma moc N.
7. Udowodni¢, ze zbiory A = [0,1) oraz B = [0, 1] sa rownoliczne,
8. Bezposrednio wskaza¢ bijekcje pomiedzy zbiorami A i B [7 ok ]

9. Wskazaé¢ moc odpowiednich zbioréw:

(a) zbior liczb parzystych [opki- ],
(b) zbior liczb pierwszych [z pie ],

zbiér wszystkich funkeji rzeczywistych (f: R — R) [2pk],
zbior wszystkich ciagéw binarnych (f: N — {0,1}) [2 ekt ],
zbior wszystkich funkcji rzeczywistych ciaglych [spwe],

(f) zbiér Cantora (jaka jest miara tego zbioru? [ipki]).

10. Udowodnié, ze relacja przeciwzwrotna i przechodnia jest przeciwsymetryczna

11. Sprawdzi¢, ze nastepujace relacje sa relacjami réwnowaznosci, wskazaé
(nazwac) klasy abstrakeji:

(a) a=b mod 2 (luba=30b) < 2/b—a,a,bc?Z,

(b) w danym grafie nieskierowanym G = (E, V') relacja okreslona nastepu-
jaco: apb € V x V & istnieje §ciezka z b do a,

(c) relacja = okreslona na parach liczb naturalnych:

(ml,nl) ~~ (mg,’l’bg) & my + ng = Mmoo + ny.

Zinterpretowaé klasy abstrakcji tej relacji jako liczby catkowite, jak
wygladaja liczby -1,0,1 [2p. ] Okresli¢ dziatania + i - na takich
parach zgodne z arytmetyka liczb catkowitych.

12. Sprawdzi¢, ze nastepujace relacje sa relacjami porzadku, wskazaé elementy
maksymalne i minimalne o ile istnieja, ktéry z porzadkéw jest liniowy, w
kazdym ze zbioréow podaé przyktad tancucha:

(a) relacja podzielnosci | C N? okreslona nastepujaco:

alb < Jpen: b=k - a,

(b) relacja zawierania zbioréw (a C b), okreslona na podzbiorach ustalonego
zbioru, a,b C X [2 okt | Znalez¢ nastepujace zbiory: A = {x €

N: 2|0} oraz B = { € N: 0|z }.



2 Ulamki laicuchowe, aproksymacja oraz zastosowa-
nia do arytmetyki komputerowej

Elementy elementarnej teorii liczb: kongruencje, mate twierdzenie Fermat’a,
chinskie twierdzenie o resztach. Twierdzenia o przyblizaniu liczb niewymiernych:
tw. Dirichlet’a, tw. Liouville’a. Ulamki tanicuchowe, istnienie i jednoznaczno§é
rozwiniecia w przypadku liczb rzeczywistych, znaczenie w aproksymacji, zas-
tosowanie w arytmetyce komputerowej oraz faktoryzacji. Ciagi Farey’a, drzewo
Sterna-Brocota. [4], [2], [6], [7].

Zadania

INT32 oznacza podzbiér zbioru liczb catkowitych z przedziatu [0,2%? — 1] z
dzialaniami + i - branymi modulo 232, zbiér ten jest pier§cieniem stan-
dardowo oznaczanym (Zsz94967296, +, ). Analogicznie definiuje sie zbior
INT64

DOUBLE oznacza podzbiér zbioru liczb wymiernych, ktére moga reprezen-
towane w systemie zmiennopozycyjnym przy uzyciu 64 lub 80 bitéw,
szczegoly mozna znalez¢é w normie IEEE 754.

Zbiory te mozna i nalezy utozsamiaé¢ z odpowiednimi typami int, long i double,
w szczegblnosci wyniki dziatan dla konkretnych argumentéw mozna uzyskaé
wykonujac odpowiednie obliczenia na komputerze.

1. Znalezé w zbiorze liczbe x € INT32 taka, ze 1535 - x = 1, powtorzyé to
samo rozwiazanie dla zbioru INT64.

2. Napisa¢ w dowolnym jezyku programowania posiadajacym typ BigInteger
(liczby calkowite dowolnej dtugosci)® nastepujace funkcje:

(a) funkcje znajdujaca najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb typu
BigInteger,

(b) funkcje rozstrzygajaca istnienie rozwiazan réwnania ax + by = d, dla
dowolnych liczb a, b, d typu BigInteger, w przypadku gdy rozwiaza-
nia istnieja nalezy poda¢ jedno przyktadowe,

(¢) funkcje znajdujaca odwrotnosé dla liczb typu long.

(d) funkcjg rozwijajaca liczb¢ wymierng § w utamek tancuchowy do
wyboru dla a, b nalezacych do typu BigInteger lub long.

3. Znalez¢ znalez¢ minimalna liczbe ¢ o tej wlasnosci ze dla dowolnego
odwracalnego x € INT32 (INT32) dostaniemy z¥ = 1.

4. Znalez¢ znalez¢ rzad grupy elementéw odwracalnych pierscienia INT32
(INT32).

IPrzyktadowo w jezyku Java mamy klase java.math.BigInteger, dla tej klasy zdefiniowane
sa odpowiednie metody, mozna zajrze¢ do zrédet dostepnych pod adresem www.java.sun.com,
jednak rozwiagzanie ma by¢ wlasne bazujace na algorytmie Euklidesa.
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11.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Zaproponowaé¢ w wzglednie szybki algorytm znajdowania odwrotnosci w
zbiorze INT32 lub INT64 opierajac sie na powyzszej wlasnosci.
Poréwnaé szybkosé¢ dzialania z algorytmem bazujacym na uogélnionym

algorytmie Euklidesa.

Wskazaé, ktore z aksjomatdéw ciata nie sa spetnione dla liczb typu INT32.
Wskazaé, ktore z aksjomatdéw ciata nie sa spetnione dla liczb typu DOUBLE.

Obliczy¢ warto§¢ wyrazenia: (517647495.0/10843312.0,2)% — 2279.0, czy
wszystko jest w porzadku ?

Udowodni¢, ze zbiory ze zbiory liczb wymiernych i niewymiernych: (1)
sa geste oraz (2) sa geste w sobie. (Wskazowka: wskazowka bylta
podana na wykladzie)

Rozwingé¢ w ulamek lanicuchowy liczbe 3.

Rozwina¢ w utamek lancuchowy liczbe v/29.

Co to za liczba [3;1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,...] (wskazowka tw. Lagrange’a,
prosze tylko o rozwiazania konstruktywne, a nie zgadywanie).

W twierdzeniu Dirichlet’a jest zalozenie, ze x= jest liczba niewymierna.
Przesledzi¢ kroki dowodu i znalezé miejsce gdzie istotnie korzysta sie tego
zalozenia [2pw.] Rozstrzygnaé czy teza twierdzenia zachodzi dla liczb

wymiernych.

Zmalez¢ 10, 100, 1000 cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby e wykorzystujace

zaleznos¢ e = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,.. .].
Obliczy¢ warto§¢ wyrazenia x = 1 + % wykonujac rekurencje 10 razy

poréwnaé wynik z dziesigtym reduktem liczby .

Ktory redukt utamka taricuchowego (tzn. jakie n?) dla liczby ¢ nalezy
wziaé pod uwage, aby mieé¢ pewnosé, ze dostaniemy doktadno$¢ rozwinie-
cia dziesietnego do 1000000 cyfr. (uwaga: oczywiScie milionowy
redukt pewnie bedzie dobry, ale chodzi o znalezienie znacznie lepszego
(mniejszego) oszacowania liczby n, wskazowka: rozwazy¢ rekurencje ay =
ap—1+ ap_2)

Niech zg,x1, 2, ... bedzie ciaggiem liczb rzeczywistych takich, ze xz; > ¢,
e > 0. Udowodnié ze lim,,_, o [x0; 1, T2, . . . , x,,] istnieje. (wskazowka
1: przeanalizowac¢ odpowiedni dowdd z wyktadow, wskazowka 2: D. Knuth,
Sztuka programowania, tom 2 §4.5.2 zad. 5.)

Zadanie dla oséb nie bojacych sie wykonywaé obliczen z uzyciem komput-

(a) Napisa¢ program, ktory dla danej liczby postaci y/a znajdzie okres
rozwiniecia na utamek laricuchowy (tw. Lagrange’a gwarantuje ist-
nienie takiego okresu).

(b) Wykorzysta¢ ten algorytm do znalezienia rozwiniecia liczby /a =
/4729494 na utamek tancuchowy.



(c) Wykorzysta¢ powyzsze rozwiniecie do znalezienia catkowito-liczbowego
rozwigzania réwnania X2—aY? = 1. (Rozwiazanie to podobno znane
byto Archimedesowi III w. p.n.e).

(d) Wypisa¢ 5 przyktadowych rozwiazan powyzszego réwnania.

19. Napisaé algorytm do faktoryzacji liczb catkowitych wykorzystujacy utamki
taiicuchowe program powinien pracowaé¢ na liczbach typu BiglInteger,
poeksperymentowaé z rozng dltugoscia liczby wejsciowej, (por. D. Knuth,
Sztuka programowania, tom 2. §4.5.4 str. 435). [ioe«. | Oszacowaé
eksperymentalnie czas dzialania (wyznacza¢ « lub ) przyjmujac, Ze jest

on typu N¢, lub log(N)P.
20. Udowodni¢, ze dla kazdego n oraz 0 > k > n, (}) jest liczba catkow-

it

21. Udowodni¢, ze jezeli p jest liczba pierwsza p|(¥), to znaczy (1) /p jest liczba
catkowita, wnioskowa¢ na tej podstawie, ze zachodzi male twierdzenie

Fermata: a?~! = 1 mod p.

22. Napisa¢ program, ktory dla zadanego n wypisze n-ty ciag Farey’a.

23. Napisa¢ program, ktéry wykorzystujac drzewo Sterna—Brocota znajdzie
rozwiniecie danej liczby wymiernej w utamek taricuchowy (uwaga: drzewo
powinno byé¢ zbudowane do poziomu N jezeli dana liczba nie znajduje sie
w drzewie program powinien zwraca¢ aproksymacje tej liczby).

24. Opierajac sie na wtasno$ciach ciagéw Farey’a troche wzmocnié teze twierdzenia
Dirichelt’a a mianowicie, Ze nieréwnosé: |z — | < L, zachodzi dla

2(]2 Y
nieskonczenie wielu par p, q € Z.

3 Podstawy aproksymacji funkcji cigglych i uklady
ortogonalne

Uklady ortogonalne, aproksymacja w L2. Aproksymacja L™, Twierdzenie Weier-
strass’a, Pakiet chebfun. ([1], [8])

1. Niech f: R — [0, 1] bedzie dowolna rzeczywista funkcja o nastepujacych

wlasnosciach: 0 < f(¢) < 1, f(t 4+ 2) = f(t). Okreslmy odwzorowanie
®: R — [0,1)? takie, ze ®(t) = (z(t),y(t)), gdzie:

a(t) = Y 27"f3N) (1)

y(t) = Y 27"f(3%") (2)
n=1

Wykonaé¢ nastepujace zadania:

(a) Udowodni¢, ze ® jest funkcja ciagla.
(b) Udowodni¢, ze ® odwzorowuje odcinek jednostkowy [0, 1] na kwadrat

jednostkowy [0, 1]2.



(c) Narysowa¢ N-te przyblizenie krzywej przyjmujac dowolna funkcje
2

(wskazowka: W. Rudin, Podstawy analizy matematycznej, PWN Warszawa
1998 (rozdzial 7. oraz zadania)

2. Narysowa¢ N-te przyblizenie dowolnej innej krzywej typu Peano (krzywej
ciaglej wypeliajacej kwadrat, np. orginalng krzywa Peano lub krzywa

Hilberta)

3. "Narysowac" krzywa ciagla niegdzie nierézniczkowalna (nie posiadajaca
pochodnej w zadnym punkcie) — tak na prawde to chodzi o N-te przyblize-
nie takiej krzywej. Czy mozna zapewnié¢, aby to N-te przyblizenie
byto funkcja gtadka.

4. Uzasadni¢, przynajmniej graficznie, ze trojkat Sierpinskiego jest ciaglym

obrazem odcinka.

5. Jak wida¢ z poprzednich punktéw odcinek mozna w sposéb ciagly odw-
zorowa¢ na kwadrat, jednak odwzorowania takiego nie mozna odwré-
cié. Drzieje sie tak miedzy innymi dlatego, ze odwzorowanie to nie jest
réoznowarto$ciowe. Rozstrzygnaé czy istnieje jednak takie odwzorowanie,
ktére odwzorowuje przedzial jednostkowy [0, 1] w pewien podzbiér w R2,
ktory posiada pole (dodatnia miare w R?), (oznaczaloby to, ze odcinek
jest homeomorficzny z pewnym zbiorem posiadajacym pole).
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