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Streszczenie

Wyktad przedstawia nowa (wedtug wiedzy autora) interpretacje prawdopodobienstwa,
ktora nie posiada szeregu wad powszechnie stosowanej interpretacji czestosciowej. Wyktad
pokazuje, ze interpretacja czestosciowa nie jest wiarygodna w przypadku braku danych
oraz matej i Sredniej liczby danych i ttumaczy przyczyne tego zjawiska. Przyczyna ta jest
nieliniowy charakter tej interpretacji ktory powoduje, ze dane o jednakowej wadze wpty-
wajg na prawdopodobienstwo w niejednakowy sposob. Fakt ograniczonej wiarygodnosci
czestosciowej interpretacji prawdopodobienstwa w omawianym przypadku nie swiadczy
jednak, ze interpretacja ta jest calkowicie btedna, bowiem jej wiarygodno$é¢ wzrasta z
liczba danych i przy odpowiedniej licznosci danych jej wyniki staja sie wiarygodne. Nowa,
kompletnosciowa interpretacja prawdopodobienstwa przedstawiona w wyktadzie dostar-
cza wiarygodne wyniki zaréwno w przypadku braku danych jak i w przypadku matej,
sredniej, i duzej liczby danych. Interpretacja ta ma charakter liniowy w tym sensie, ze
dane o jednakowej wadze w jednakowy sposoéb wptywaja tu na prawdopodobienstwo hi-
potezy. Zakres jej doktadnosci jest wigc wigkszy niz zakres interpretacji czestosciowej.
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1 Wprowadzenie

Teoria prawdopodobienistwa jest chyba najstarsza, cho¢ nie jedyna (systemy rozmyte Za-
deha [12, 21], teoria wiary Dempstera-Schafera [19], teoria mozliwosci Duboisa i Prade
[4], teoria luk informacyjnych Yakova [20]).

Pierwsza interpretacje prawdopodobienistwa podal Laplace [13] w 1814 roku (inter-
pretacja klasyczna). Od tego czasu wydano tysiace ksiazek i artykuléw na temat praw-
dopodobienstwa. Teoria ta jest nauka wyktadang na tysigcach uczelni i powszechnie sto-
sowang w praktyce, np. w badaniach statystycznych. Stad wydawaé¢ by sie mogto, ze
jest nauka silnie ugruntowana, nauka o silnych podstawach, nie budzaca zadnych wat-
pliwosci. Okazuje sie jednak, ze prawda jest zupelie inna. Niepewnos¢ co do tego czym
jest prawdopodobienstwo jest obecnie bardzo duza. Sformutowano bowiem wiele pytan,
watpliwosci i przedstawiono wiele paradokséw wynikajacych z obecnego rozumienia (inter-
pretacji) prawdopodobienstwa. Z tego wzgledu niektérzy naukowcy uwazaja, ze obecna
teoria prawdopodobienstwa poniosta przynajmniej czeSciows kleske. Przyktadem takiej
opinii jest wydana w 2009 roku ksigzka o wymownym tytule , The search for certainty. On
the clash of philosophy of probability” napisana przez profesora University of Washing-
ton Krzysztofa Burdzy [1]. Ksiazka ta wzbudzita ozywiona dyskusje prowadzona gltéwnie
na stronach internetowych [6, 10]. Niekt6rzy naukowcy goraco popieraja opinie profesora
Burdzy, inni si¢ jej sprzeciwiaja, chociaz raczej w sposéb umiarkowany. Powotuja si¢ przy
tym na fakt praktycznych korzysci ze stosowania obecnej teorii prawdopodobienstwa w
statystyce. Jednak poglady prof. Burdzy nie sa odosobnione. W literaturze przedmiotu
mozna znalezé¢ wiele przyktadéw i paradokséw pokazujacych stabe strony obecnej teorii
prawdopodobienstwa. Spotyka sie nawet opinie krancowe jak: , probability does not exist”
(prawdopodobienstwo nie istnieje), ,no matter how much information you have, there is
no scientific method to assign a probability to an event” (niezaleznie od tego ile posiadasz
informacji, nie istnieje zadna naukowa metoda przyporzadkowania prawdopodobienstwa
zdarzeniu), wypowiedziana przez stawnego probabiliste de Finettiego w [5]. Ze wzgledu na
che¢ ograniczenia objetosci niniejszego wyktadu nie mozna przedstawi¢ w nim wszystkich
krytycznych uwag dotyczacych wspolczesnej teorii prawdopodobienstwa. Jednak zainte-
resowany czytelnik tatwo moze je znalezé w ksiazce prof. Burdzy [1], w ksiazkach innych
autoréw [11, 18], jak i na licznych stronach internetowych, np. [7, 8].

Przede wszystkim, zaskakujacym jest, ze mimo, iz zyjemy juz w XXI wieku, to nie wia-
domo jeszcze czym naprawde jest prawdopodobienstwo, bowiem wéréd naukowcoéw nie ma
na ten temat zgodnosci cho¢ intuicyjnie wydaje nam sie, ze rozumiemy jego istote. Jednak
w miare zagtebiania si¢ w problematyke prawdopodobienstwa kazdy zaczyna stopniowo
sobie uswiadamiac¢ jak trudny jest to temat. Istnieje wiele szkot naukowych interpretuja-
cych (wyjasniajacych) prawdopodobienstwo w rézny sposob. Poszczegdlne interpretacje
prawdopodobienstwa starajg sie wypekié¢ braki innych interpretacji. Ponizej podane sg
gtéwne interpretacje z krotkimi komentarzami prof. Burdzy [1]. Z interpretacjami praw-
dopodobienistwa mozna tez zapoznaé si¢ w ksiazkach Khrennikova [11] i Rocchiego [18]
badz na stronach internetowych [8] i w encyklopediach naukowych [7].

1. Klasyczna teoria prawdopodobienstwa (Laplace, 1814 [13]),
»Wedtug teorii klasycznej prawdopodobienstwo jest symetrig”.

2. Logiczna teoria prawdopodobienstwa (Carnap, 1950 [2]),
,Wedtug teorii logicznej prawdopodobienstwo jest ,staba’ implikacja”.



3. Czestosciowa teoria prawdopodobienstwa (von Mises, 1957 [15]),
s~Wedltug teorii czestosciowej prawdopodobienstwo jest czestoscia w diugim ciagu
zdarzen” .

4. Subiektywna teoria prawdopodobienstwa (de Finetti, 1975, [5]),
,Wedltug subiektywnej teorii prawdopodobienstwo jest opinig osoby”.

5. Sklonnosciowa (propensity) teoria prawdopodobiefistwa (Popper,1957, [17]),
sWedtug teorii sktonnosciowej prawdopodobienstwo jest cechg fizykalna”.

Nie sa to wszystkie interpretacje prawdopodobienstwa lecz najbardziej znane. Po-
szczegolne interpretacje silnie sie rozniag i maja swoich zaci¢tych zwolennikow. Istnieje tez
bardzo ciekawa, kompromisowa interpretacja prof. Hajek’a [7] w opinii ktérego kazda z
powyzszych interpretacji jest czescia pewnej, ztozonej prawdy o prawdopodobienstwie i
pokazuje jedng z jego wielu twarzy. W praktyce najczesciej stosowanymi, wyktadanymi na
uczelniach, i dlatego najbardziej znanymi interpretacjami sa: interpretacja klasyczna oraz
czestosciowa. Dlatego interpretacje te zostang w skrocie przedstawione i skomentowane w
nastepnym rozdziale.

2 Klasyczna i czestoSciowa interpretacja prawdopo-
dobienstwa

Klasyczna interpretacja, ktérej glownym twoérca jest Laplace [13] ,przypisuje prawdo-
podobienstwo w sytuacji braku jakiegokolwiek materiatu dowodowego (ewidencji) badz
tez na podstawie symetrycznie zrownowazonej ewidencji. Zaktada sie tutaj rownomierny
rozdzial prawdopodobienistwa pomiedzy wszystkie mozliwe wyniki (co nie jest prawda w
przypadku wielu probleméw rzeczywistych — uwaga autora), tak wiec klasyczne prawdopo-
dobienstwo zdarzenia jest po prostu utamkiem wynikajacym z catkowitej liczby mozliwosci
pod jakimi dane zdarzenie moze zaistnie¢” [7]. ,Matematycznie mozna to sformutowaé¢ w
sposob nastepujacy: jesli przypadkowy eksperyment moze zakonczy¢ sie N wzajemnie wy-
kluczajacymi sie i rownie prawdopodobnymi wynikami i jesli N4 z tych wynikow stanowi
realizacje zdarzenia A, to prawdopodobienstwo A jest zdefiniowane przez:

P4) = 2. )

Definicja klasyczna posiada dwa gltowne ograniczenia. Po pierwsze, mozna jg stoso-
wal tylko w sytuacjach, w ktérych istnieje ,skoniczona’ liczba mozliwych wynikéw. Ale
pewne wazne probabilistyczne eksperymenty, takie jak rzucanie moneta do momentu po-
jawienia sie reszki moga mie¢ nieskonczona liczbe wynikéow. A po drugie, nalezy wczesniej
sprawdzi¢, czy wszystkie mozliwe wyniki sa jednakowo prawdopodobne nie wykorzystu-
jac pojecia prawdopodobienstwa w celu unikniecia cyrkularnosci definicji — na przyktad
postugujac sie symetria” [7]. Préby poprawienia klasycznej interpretacji i usuniecia cho-
ciazby niektoérych jej wad podjeli sie frekwentysci’, ktérych gléownym przedstawicielem
byt von Mises [15]. ,Frekwentysci twierdza, ze prawdopodobienstwo zdarzenia to jego
wzgledna czestosé czasowa (7], to znaczy, wzgledna czesto$é jego zachodzenia stwierdzona
po powtorzeniu procesu wielka liczbe razy w podobnych warunkach .... Jesli przez nu
oznaczymy liczbe zajscia zdarzenia A w n prébach, to jesli zachodzi (2):

lim "4 = D, (2)
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méwimy, ze P(A) =p [7]”.

Czestosciowa interpretacja prawdopodobienstwa nazywana jest takze interpretacja
dlugiego ciagu zdarzen (long-run frequency interpretation). W praktyce nie mozna jednak
nigdy przeprowadzi¢ niekonczonej liczby eksperymentéw. 7 tego wzgledu w praktyce sto-
sowana jest tzw. czestosciowa interpretacja skonczonego ciagu zdarzen (finite-frequency
interpretation), w ktérej opieramy sie na takiej liczbie n eksperymentéw jaka realnie ma-
my do dyspozycji [7]. Wedlug tej interpretacji estymate prawdopodobienstwa obliczamy
ze wzoru (3):

p(A) =, 3)

gdzie: n — liczba skonczona.

3 Gléwne zarzuty wzgledem klasycznej i czestoscio-
wej interpretacji prawdopodobienstwa

Jak wspomniano w rozdziale 1 istnieje 5 gtéwnych interpretacji prawdopodobienstwa i
wzgledem kazdej z nich istnieja bardzo powazne zastrzezenia. Ze wzgledu na ograniczo-
nos¢ wyktadu przedstawione zostana niektore zastrzezenia tylko wzgledem interpretacji
klasycznej i czgstosciowe;.

1.

"Poniewaz klasyczna definicja dotyczy tylko tych sytuacji w ktorych wszystkie wyniki sg
jednakowo ,mozliwe’ to nie mozna jest stosowa¢ do pojedynczego rzutu lub wielokrotnych
rzutéw asymetryczna moneta’ [1].

2.

,Klasyczna definicja wydaje sie by¢ cyrkularng, poniewaz odnosi sie ona do ,jednakowo
mozliwych przypadkow” — i tak prawdopodobienstwo definiowane jest z uzyciem pojecia
prawdopodobiefistwa” [1].

3.

»,Wedlug frekwentystow skonczonego ciggu zdarzen, moneta, ktora nigdy nie byta rzucona
i stad brak dla niej jakiejkolwiek ewidencji zdarzen, nie posiada w ogole prawdopodobien-
stwa reszki; jednak nie mozna powiedzie¢, ze moneta, ktéra nigdy nie byta pomierzona
nie posiada z tego powodu srednicy” [7].

4.
~Wedlug teorii czestosciowej nie mozna stosowa¢ pojecia prawdopodobienstwa do poje-
dynczych zdarzen” [1], takich jak pojedynczy rzut moneta. ,...moneta rzucona jeden raz

dostarcza wzgledna czestosé reszki albo 0 albo 1, niezaleznie od tego jak silnie jest asy-
metryczna, ..., jest to tzw. ,problem pojedynczego przypadku’ [7]. Czy mamy z faktu, ze
w pojedynczym rzucie wypad?! orzet wnioskowaé, iz prawdopodobienstwo orta wynosi 17
Taki wtasnie wniosek sugeruje teoria czestosciowa. Bytby on wysoce pochopny i przed-
wczesny. Rozpatrzmy, jako drugi przyktad, przyktad lekarza, ktory chee okresli¢ prawdo-
podobienstwo zachorowania na nowotwoér ptuc pod wptywem palenia papieroséw. Lekarz
ten zaczyna w swojej bazie danych gromadzi¢ informacje o pacjentach. Zatézmy, ze na
poczatku zetknal sie tylko z jednym pacjentem, ktory mimo palenia papieroséw jest zdro-
wy. Wniosek, jaki sugeruje czestosciowa interpretacja miatby w takim przypadku postac:



,prawdopodobienstwo nowotworu ptuc u osoby palacej wynosi zero”. Takie wnioskowanie
bytoby oczywiscie nonsensem. Powyzsze przyktady pokazaty, ze czesto$ciowej interpreta-
c¢ji prawdopodobienstwa rzeczywiscie nie mozna stosowac¢ do pojedynczego przypadku. Co
jednak, jesli przypadkéw jest wiecej, 2, 3, ..., 107 Okazuje si¢, ze czestosciowa interpre-
tacja prawdopodobienstwa rowniez dla matej liczby przypadkéw daje watpliwe, a czasem
zupetnie niewiarygodne wyniki. Zatézmy, ze rzuciliSmy moneta 5 razy i za kazdym razem
wypadt orzel. Interpretacja czestosciowa sugeruje w takim przypadku prawdopodobien-
stwo orta réwne 1 a reszki réwne 0. Zatézmy, ze lekarz z podanego wezes$niej przyktadu ma
swojej bazie danych 10 pacjentow, ktorzy mimo palenia znacznej liczby papierosow dzien-
nie nie maja nowotworu ptuc. Czesto$ciowa interpretacja sugeruje w takim przypadku
prawdopodobienstwo rowne 1 dla hipotezy: ,,Palenie papierosow nie wywotuje nowotwo-
ru ptuc”. Oczywiscie, nikt z nas nie zaakceptowatby takiego wyniku badawczego. Widaé
wiec wyraznie, ze w przypadku matej liczby dowoddéw interpretacja czesto$ciowa nie moze
by¢ stosowana. Wiarygodnos¢ dostarczanych przez nia wynikow jest watpliwa. Stad wielu
naukowcoéw uwaza, ze ,prawdopodobienstwa pojedynczych przypadkéw sg nonsensami”,
Hajek w [7]. Jednak nie jest to prawda. Zaproponowana w niniejszym artykule nowa in-
terpretacja prawdopodobienstwa pokaze, ze problem pojedynczego przypadku moze by¢
wiarygodnie rozwigzany.

5. Osobliwosci czestosciowe] interpretacji prawdopodobienstwa przy jednorodnych dowo-
dach.

Rozwazmy ponownie przyktad lekarza, ktory zamierza okresli¢ prawdopodobienstwo hipo-
tezy h ,palenie papieroséw zwicksza ryzyko nowotworu ptuc”. Anty-hipotezg NOT h = h
jest ,palenie papieroséw nie zwigksza ryzyka nowotworu ptuc”. Lekarz po pewnym okre-
sie zbierania danych posiada w swej bazie dane o n = 50 pacjentach, z ktérych wszyscy
palili papierosy ale zaden nie mial nowotworu ptuc. Z tego wzgledu wszyscy ci pacjen-
ci sa potwierdzeniami anty-hipotezy h, stad n, = 0 a n;; = 50. Odpowiednio, stosujgc
czestosciowa interpretacje, otrzymujemy nastepujace wartosci prawdopodobienstw:

pn=np/n=0/50=0 oraz  pyp=mn5;/n=>50/50=1.

7, powyzszego wynika trudny do zaakceptowania wniosek: ,palenie papieroséw nie
zwieksza ryzyka nowotworu ptuc” z prawdopodobienstwem 1. Zgodzimy si¢ chyba wszyscy
ze stwierdzeniem, ze powyzszy wniosek bytby falszywy. Jednak taki wtasnie bezposredni
wniosek sugeruje nam czestosciowa interpretacja prawdopodobienstwa. Jak zobaczymy
pdzniej, nowa, kompletnosciowa interpretacja sugeruje wniosek znacznie rozsadniejszy.
Podobna sytuacje mozna zaobserwowa¢ na przyktadzie rzutu moneta. Zalézmy, ze we
wszystkich n = 10 rzutach moneta, ktére wykonalismy wypadta reszka. Bezposredni wnio-
sek, jaki sugeruje nam interpretacja czestosciowa dotyczacy prawdopodobienstwa reszki

Ppr, to:
pp=np/n=10/10=1.

Whniosek ten oznaczalby catkowita dominacje reszki w monecie, co praktycznie sie
nie zdarza. Co jest przyczyng takich btednych sugestii dostarczanych przez interpretacje
czestosciowa? Przyczyna jest bledny wzor p, = ny,/n do obliczania prawdopodobienstwa
podawany przez te interpretacje. Nielogicznos¢ tego wzoru ilustruje rys. 1.

Wzér pp, = ny/n pozornie wydaje sie by¢ wzorem liniowym wzgledem nj, bowiem w
jego liczniku wystepuje liczba dowodéw popierajacych hipoteze h. Stad mozna by sadzi¢,
ze kazde kolejne potwierdzenie tej hipotezy zwicksza jej prawdopodobienstwo o ta samag



N= Ny + Ny =Ngec

np np
m_n_m+w
Rysunek 1: Funkcyjna powierzchnia prawdopodobienstwa hipotezy h obliczanej na pod-
stawie wzoru p, = n,/n = ny,/(n, + ny) sugerowanego przez czestosciowa interpretacje
prawdopodobienstwa. Oznaczenia: n — sumaryczna liczba potwierdzen (dowodow), ny, —
liczba potwierdzeni hipotezy h, ny — liczba potwierdzen anty-hipotezy h, ngpc — pewna
stata liczba potwierdzen (nggc = const).

wartosé 1/n. Jednak tak nie jest. Liczba potwierdzen nj, hipotezy wystepuje takze w mia-
nowniku, mamy wiec: ph = ny,/(ny, + n3). Z tego wzgledu zaleznosé¢ prawdopodobienstwa
hipotezy p, od liczby n; jej potwierdzen jest nieliniowa, a to wlasnie wywotuje szereg
nielogicznosci. Zwro¢my np. uwage na sytuacje, gdy brak jest jakichkolwiek dowoddéw
potwierdzajacych prawdziwosé anty-hipotezy h (to znaczy ng; = 0), ale istniejg dowody
poparcia hipotezy h (n, > 0). Sytuacji tej odpowiada pionowa $ciana na rys. 1. Jezeli
nie posiadamy zadnych dowodéw ani na poparcie hipotezy h ani na poparcie jej anty-
hipotezy h, to znaczy n; = 0 oraz ny = 0, wowczas wedtug czestodciowej interpretacji
prawdopodobienstwo py hipotezy h jest nieokreslone. Jesli jednak zdobedziemy chociaz
jeden, jedyny dowdd popierajacy te hipoteze to wartosé jej prawdopodobienstwa staje sie
znana i ma ono wartos¢ p, = 1, co przeciez oznacza pewnosc. Jezeli zdobedziemy np. 10
dowodéw na poparcie hipotezy h przy braku dowodéw na poparcie jej anty-hipotezy h
(ny, = 10, n; = 0) to prawdopodobienistwo hipotezy nie ulega zadnym zmianom i dalej



wynosi p, = 1. Jezeli posiada¢ bedziemy 1000 dowodéw na poparcie hipotezy h, przy bra-
ku dowodéw dla anty-hipotezy h (n; = 1000, nz = 0), to warto$¢ p, pozostaje w dalszym
ciggu réwna 1. Zastanowmy sie jednak, czy liczba dowodéw na poparcie dowolnej hipo-
tezy powinna wptywaé¢ na wartos¢ prawdopodobienstwa py, tej hipotezy czy nie? Wedtug
czestosciowej interpretacji prawdopodobienstwa, w pewnych sytuacjach liczba dowoddéw
jest bez znaczenia, w innych natomiast ma znaczenie (gdy poczatkowa liczba dowodéw
ny > 0 oraz n; > 0. Czy jest to logiczne? Na pewno nie. Jak pokazane bedzie w na-
stepnych rozdziatach, nowa kompletno$ciowa interpretacja prawdopodobienstwa daje pod
tym wzgledem o wiele bardziej logiczne, zrozumiate i akceptowalne wyniki.

6. Fluktuacje prawdopodobienstwa przy matej liczbie dowodow.

Autor wykonal eksperyment dziesieciu rzutéw moneta uzyskujac nastepujace wyniki (O-
orzel, R- reszka): (O,R,0,0,0,R,0,R,R,0). W tabeli 1 pokazano wartosci prawdopodo-
bienstwa czestosciowego: ny, /n.

Wynik rzutu | n, | n | pp=np/n

O 0|1 0

1| 2] 1/2=0.500
O 13| 1/3=0.333
O 1| 4] 1/4=0.250
@) 1|5 | 1/5=0.200
R 2 | 6| 2/6=0.333
O 2 | 7| 2/7T=0.286
R 3|8 3/8=0.375
R 419 | 4/9=0.444
O 4 |10 |4/10 = 0.400

Tabela 1: Wartosci prawdopodobienstwa p, = ny/n obliczanego wedtug czestosciowej

interpretacji prawdopodobienstwa po kazdym z kolejnych rzutéw moneta z serii 10 rzutéw
dla serii (O,R,0,0,0,R,0,R,R,0), gdzie: R — reszka, O — orzel, n;, — liczba reszek, n —

liczba rzutéw.

Na rys. 2 pokazano natomiast wykres wartosci estymat prawdopodobienistwa ny, /n hi-
potezy h (w monecie dominuje reszka) podanych w tabeli 1. Wynik pojedynczego rzutu
moze by¢ nazywany potwierdzeniem (pojedynczym dowodem) hipotezy h (‘przewaza resz-
ka’) albo potwierdzeniem anty-hipotezy (‘nie przewaza reszka’ lub rownowaznie ‘przewaza
orzel’).

Jak mozna zauwazy¢ na rys. 2 wartosci estymat prawdopodobienstwa ulegaja znacz-
nym wahaniom po kazdym kolejnym rzucie. Estymata prawdopodobienstwa dostarcza-
na przez interpretacje czesto$ciowa przypomina wiec niezdecydowana osobe, ktora zbyt
szybko i zbyt pochopnie wycigga wnioski po uzyskaniu kazdej nowej wiadomosci. Z tego
wzgledu musi je potem znacznie korygowac.

7. Fluktuacje prawdopodobienstwa przy duzej liczbie dowodow.

Wedtug czestosciowej interpretacji prawdopodobienistwa opierajacej si¢ na wielkiej liczbie
dowodoéw (wynikow eksperymentow, probek) prawdziwa, doktadna wartosé prawdopodo-
biefistwa moze by¢ poznana po dokonaniu ogromnej liczby eksperymentéw (teoretycznie
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Rysunek 2: Wykres wartosci estymat prawdopodobienistwa p;, = ny,/n hipotezy h (dominu-
je reszka) obliczonych po kazdym kolejnym rzucie dla sekwencji (O,R,0,0,0,R,0,R,R,0)
jako przyktad znacznych fluktuacji prawdopodobienstwa obliczanego na podstawie inter-
pretacji czestosciowej, gdzie nj, oznacza liczbe reszek po n rzutach.

nieskonczenie wielkiej liczby eksperymentéw). Niestety, doswiadczenia przeprowadzone
przez naukowcoéw wykazaty, ze nawet przy ogromnej liczbie eksperymentow nie zawsze
dochodzi do ustabilizowania sie prawdopodobienstwa i obserwuje sie jego nieustanne fluk-
tuacje, patrz np. Larose [14]. Zjawisko to ilustruje rys. 3.

pﬂ

\

Rysunek 3: Zjawisko fluktuacji wartosci prawdopodobienistwa obliczanego na podstawie
czestosciowej interpretacji prawdopodobienstwa (p, = n,/n) obserwowane po wielkiej
liczbie prob.

Jak wykazaty analizy przeprowadzone przez autora gltéwna przyczyna znacznych fluk-
tuacji prawdopodobienstwa pojmowanego jako czestos¢ wzgledna jest sama posta¢ wzoru
pr = ny/(ny, + ny) stosowanego przez czestosciows interpretacje prawdopodobienstwa do
obliczania prawdopodobienstwa a nie przyczyny obiektywne. Dotyczy to zaréwno przypad-
ku matej jak i wielkiej liczby eksperymentéw. W przypadku nowej interpretacji prawdopo-
dobienstwa fluktuacje przy matej liczbie dowodéw sg znacznie mniejsze niz w przypadku



interpretacji czestosciowej a przy wielkiej liczbie praktycznie nie wystepuja, co potwierdza
wystepowanie zjawiska stabilizacji prawdopodobienstwa.

8. ‘Niesprawiedliwos¢’ i nielogicznosé czestosciowej interpretacji prawdopodobienstwa.
Zatézmy, jak w punkcie 6, ze dysponujemy wynikami eksperymentu rzutu moneta w for-
mie sekwencji wynikow (O,R,0,0,0,R,0,R,R,0). W tabeli 2 przedstawiono wyniki ob-
liczenr estymaty prawdopodobienstwa py, hipotezy h (przewaza reszka) oraz zmian Apy,
tego prawdopodobienstwa po kazdym kolejnym rzucie, a wiec po dostarczeniu kolejnych
potwierdzen badz zaprzeczen hipotezy.

Wynik rzutu | n, | n pn =np/n | zmiana Apy,

O 0|1 0 —

1| 2] 1/2=0.500 +0.500
O 1 |3]1/3=0.333 —0.167
O 1| 4] 1/4=0.250 —0.083
O 1|5 | 1/5=0.200 —0.050
R 2 |6 2/6=0.333 +0.133
O 2 | 7] 2/7=0.286 —0.047
R 3|8 3/8=0.375 +0.089
R 4 19| 4/9=0.444 +0.069
O 4 |10 |4/10 = 0.400 —0.044

Tabela 2: Wartosci prawdopodobienstwa p, = ny/n hipotezy h o dominacji reszki i zmian
prawdopodobiefistw Apj, nastepujacych po kazdym kolejnym rzucie (wzgledem poprzed-
niego rzutu) w serii 10 rzutéw (O,R,0,0,0,R,0,R,R,0) obliczanych na podstawie czesto-
Sciowej interpretacji prawdopodobienstwa, gdzie nj, oznacza liczbe reszek po n rzutach, R
oznacza reszke, O oznacza orta.

Jak mozna zauwazy¢ w tabeli 2, w drugim rzucie wypadta reszka powodujac przyrost
App, = 0.5. W dalszym ciggu reszka ta bedzie nazywana reszka R2. Kolejna reszka wypa-
dta w rzucie 6 (reszka R6) i spowodowala wzrost prawdopodobienistwa reszki Apy, = 0.133,
a wiec o wartos¢ znacznie mniejsza niz reszka R2. Trzecia reszka R8 spowodowata zmiane
czestosciowego prawdopodobienstwa o jeszcze mniejszg wartosé Ap, = 0.089, a ostatnia
reszka R9 spowodowala zmiane najmniejsza, wynoszaca jedynie Ap, = 0.044. Poniewaz
kazda z kolejnych reszek wywotywala rézna zmiane prawdopodobienstwa Apy,, to z faktu
tego wynika, ze kazda z tych reszek ma inne znaczenie dowodowe dla oceny prawdopodo-
bienstwa. Czy jest to logiczne i ‘sprawiedliwe’? Dlaczego wynik jednego rzutu moneta ma
by¢ wazniejszy od wyniku innego rzutu moneta? Jest to z pewnoscia nielogiczne i trud-
no bytoby zjawisko to uzasadni¢. Zjawisko réznej wagi dowoddéw zaleznie od ich pozycji
w sekwencji dowod6éw znane jest pod nazwa ‘problemu porzadku sekwencji’ (sequence-
ordering problem) i zauwazone zostalo i opisane przez wielu naukowcéw, np. w [1, 7]. Jak
pokazane bedzie w dalszej czesci wyktadu zjawisko to nie wystepuje w przypadku nowej,
proponowanej interpretacji prawdopodobienstwa, gdzie kazdy kolejny, pojedynczy dowdd
zmienia estymate prawdopodobienstwa o taks samg wartosc.
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4 Nowa, kompletnosciowa interpretacja prawdopodo-
bienstwa

W dalszym ciagu przedstawiona zostanie nowa (wedtug wiedzy autora) kompletnosciowa,
interpretacja prawdopodobienstwa [16], ktéra nie posiada szeregu wad interpretacji czesto-
sciowej. Nalezy przede wszystkim zwroci¢ uwage na fakt, ze wzor p, = ny, /n proponowany
przez czestosciowsy interpretacje prawdopodobienstwa jest czesciowo btedny, choé nie cat-
kowicie. Pozwala on obliczy¢ wiarygodne wartosci prawdopodobienstwa tylko dla duzej
lub bardzo duzej liczby probek. Wyjasnia to praktyczna uzytecznosé czestosciowej inter-
pretacji w statystyce, gdzie mozemy dysponowa¢ wigkszym materialem ewidencyjnym.
Natomiast, jak pokazano w poprzednim rozdziale wzér ten nie nadaje sie do estymowania
prawdopodobienstwa dla braku oraz malej liczby prébek (dowoddéw), a wiec nie potrafi
modelowa¢ pewnej klasy problemow realnie wystepujacych w praktyce. Dodatkowo, jego
nieliniowa forma matematyczna jest powodem znacznej fluktuacji prawdopodobienstwa
wystepujacej przy kazdej liczbie probek. Generalnie, czesto$ciowa interpretacja spraw-
dza sie w jednym zakresie liczby probek, w innym natomiast nie. Jest wiec interpretacja
niedoskonala, wymagajaca korekty. Wydaje sie, ze przyczyna czesciowej wadliwosci tej in-
terpretacji jest brak pewnego waznego elementu w jej koncepcji. Autor proponuje nadaé
temu elementowi nazwe kompletnego zbioru ewidencyjnego lub w skrécie kompletnosci
ewidencyjnej (evidential completeness — EC).

Prawdopodobienstwo ma w jezyku polskim dostowny sens ‘podobienstwa do praw-
dy’. Stad, jesli chcemy okresli¢ prawdopodobienstwo rozpatrywanej hipotezy h dotyczacej
jakiego$ zdarzenia na podstawie materialu ewidencyjnego potwierdzajacego (badz nie)
prawdziwos¢ tej hipotezy musimy wiedzie¢ jaki powinien by¢ kompletny materiat dowo-
dowy EC}, (kompletno$é ewidencyjna hipotezy), ktory w pelni potwierdzitby prawdziwosé
tej hipotezy.

Rozpatrzmy teraz przypadek dyskretny. Zal6zmy, ze dyskretna zmienna probabili-
styczna X moze w przysztym zdarzeniu przyjac¢ k wartosci. Na przyktad, jesli zmienna
X reprezentuje wynik zdarzenia ‘rzut kostka’ to mozliwych jest 6 wynikéw. Przed rzutem
mozemy zatem sformutowaé 6 hipotez dotyczacych realizacji przyszlego zdarzenia: hi =1
oczko, hy = 2 oczka, ..., hi = 6 oczek. Natomiast w ogélnym przypadku dyskretnym mo-
zemy sformutowaé k hipotez dotyczacych wyniku zdarzenia. Zbiér H wszystkich hipotez
bedzie mie¢ forme jak ponizej.

H={hi,h}, ..., h;}

Kazdy zbiér hipotez o skonczonej licznosci mozna przetransformowac¢ w 2-elementowy,
binominalny zbior hipotez:

H ={h, NOT h} = {h, ]}

gdzie: h = hY, h=NOTh!,i=1,... k.

Na przyktad, w przypadku rzutu kostka mozemy oddzielnie badaé¢ prawdopodobien-
stwo hipotezy hj = 1 oczko oraz anty-hipotezy NOT h} (NIE 1 oczko). Nastepnie, suk-
cesywnie mozemy bada¢ prawdopodobienstwo hipotezy hi = 2 oczka oraz anty-hipotezy
NOT hi (NIE 2 oczka), etc. W ten sposéb problem z wigksza liczba hipotez niz 2 moze
by¢ przetransformowany w k — 1 sukcesywnie, kolejno rozwigzywanych pod-probleméw
binomialnych typu H = {h, NOT h}, a wiec probleméw typu rzut moneta, gdzie wyni-
kiem rzutu moze by¢ albo reszka h albo orzet NOT h. Jezeli zmienna probabilistyczna X
jest zmienng ciggly to mozna dokonaé jej dyskretyzacji na k pod-przedziatéow i zamienié¢
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zadanie identyfikacji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa tej zmiennej na k — 1 sukce-
sywnie rozwigzywanych zadan identyfikacji prawdopodobienstwa typu binominalnego za
zbiorem hipotez H = {h, NOT h}, rys. 4.

Hipoteza h: © € [x;, x;11]

A A
9P identyfikowany rozkfad 9P

X Xi+1 X X X

Rysunek 4: Transformacja zadania okreslenia rozktadu gestosci prawdopodobienstwa cig-
glej zmiennej probabilistycznej X na k£ — 1 zadan z binarnym zbiorem hipotez H =
{h, NOT h} typu rzut moneta. Oznaczenia: gp — gestos¢ prawdopodobienstwa, h = NOT h
— anty-hipoteza.

Zmniejszajac granulacje pod-przedzialéow mozna zwiekszy¢ doktadnosé przyblizenia
zmiennej ciagtej przez zmienng dyskretyzowana. Wida¢ wiec, ze binomialny problem zda-
rzenia o 2 mozliwych wynikach typu rzut moneta jest podstawowym problemem proba-
bilistycznym, a jego rozwiazanie jest kluczem do rozwiazania innych, bardziej ztozonych
problemow z wigksza niz 2 liczba hipotez. Z tego wzgledu nowa interpretacja prawdopo-
dobienstwa przedstawiona zostanie na przyktadzie problemu binominalnego. Bedzie ona
w wyktadzie ttumaczona, w celu utatwienia jej zrozumienia, na przyktadzie rzucania mo-
neta. Nie nalezy jednak wyciggaé z tego mylnego wniosku, ze celem wyktadu jest
analiza problemu rzucania monety. W wyktadzie rozwazany jest ogdlny pro-
blem binomialny z dwoma hipotezami. Przyktad rzucania moneta jest jedynie
jedna z mozliwych ilustracji tego problemu.

Inne przyktady probleméw binominalnych:

e hipoteza — polska reprezentacja olimpijska zdobedzie podczas nastepnej olimpiady
co najmniej 2 ztote medale,
antyhipoteza — polska reprezentacja zdobedzie mniej niz 2 ztote medale,

e hipoteza — w przysztym roku srednia cena paliwa V-Power Diesel przekroczy 5 zt./litr,
antyhipoteza — w przysztym roku $rednia cena paliwa V-Power Diesel nie przekroczy
5 zt./litr,

e hipoteza — spozywanie znacznych ilodci biatka znacznie zwieksza ryzyko choroby
Alzheimera,
antyhipoteza — spozywanie znacznych ilosci biatka nie zwicksza znacznie ryzyka
choroby Alzheimera.

Wedtug autora, prawdopodobiennstwo raczej nie powinno by¢ przypisywane
zdarzeniom lub stanom lecz hipotezom dotyczacych mozliwych wynikéw tych
zdarzen lub mozliwym formom stanéow. Na przyktad, przed rzuceniem monety mozemy
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sformutowaé 2 hipotezy dotyczace wyniku eksperymentu: hipoteze h (dominacja reszki w
monecie, lub w skrécie: reszka) oraz anty-hipoteze NOT h o dominacji NIE-reszki czyli
orta. Natomiast po zajsciu zdarzenia mozemy mowicé jedynie o jego realizacji r: realizacja
moze by¢ wypadniecie albo reszki (r = reszka) albo orta (r = orzet).

Realizacja moze by¢ tylko jedna a prawdopodobienstwo realizacji p,, moze przyjmowac
albo wartosé 1 (pewno$¢) albo 0. Nie moze natomiast przyjmowaé wartosci utamkowych
tak typowych dla szacunku prawdopodobienstwa. Realizacja pojedynczego rzutu dostar-
cza pojedynczego potwierdzenia (pojedynczego dowodu) albo dla hipotezy h (przewaza
reszka) albo dla anty-hipotezy NOT h (przewaza orzel). Jezeli zrealizowaliSmy n rzutéow
moneta, w ktorych w k rzutach wypadta reszka a w (n—k) orzel, to mozemy powiedzieé, ze
dysponujemy k potwierdzeniami dla hipotezy h (przewaza reszka) oraz (n—k) potwierdze-
niami anty-hipotezy NOT h (przewaza orzet). Powstaje pytanie, jak mocny jest posiadany
przez nas zbiér ewidencyjny E), wspierajacy hipoteze oraz zbior Enor, wspierajacy anty-
hipoteze i czy na podstawie posiadanej liczby n dowodéw (np. n =1, n =5, n = 17, etc.)
wolno nam wnioskowaé o prawdopodobienstwie hipotezy h (przewaza reszka)? A jesli tak,
to czy prawdopodobienstwo jednej i tej samej hipotezy okreslone na podstawie roznej
liczby dowodéw (wynikéw eksperymentéw) bedzie jednakowo wiarygodne? Potrzebna jest
wiec odpowiedz na pytanie o konieczna liczno$é n zbioru ewidencyjnego. Jak juz wezesniej
podano, zbiér EC} dowodéw w petni potwierdzajacy prawdziwosé hipotezy h i wyklucza-
jacy minimalne nawet prawdopodobienstwo anty-hipotezy NOT h (p, = 1, pyorn = 0)
nazywany bedzie kompletnym zbiorem ewidencyjnym hipotezy, w skrocie kompletnoscia
ewidencyjng. Zbior ten moze mie¢ w niektorych problemach forme idealna. Rozpatrzmy
dla przyktadu kryminalng sprawe morderstwa.

Policja wytypowata kilka os6b podejrzanych o jego popetnienie. Jedna z tych os6b
jest osoba A. Binomialny zbioér hipotez ma w tym wypadku postaé H = {ha, NOT ha},
gdzie h s oznacza hipoteze ‘osoba A popelnita morderstwo’ a anty-hipoteza NOT h4 ma
sens ‘osoba A nie popetnita morderstwa’ lub tez ‘osoby inne niz osoba A popelnity mor-
derstwo’. Kompletnos¢ ewidencyjna EC) oznacza w tym wypadku taki zbiér dowoddéw
wzgledem osoby podejrzanej (dowolnej osoby podejrzanej, niekoniecznie osoby A) o po-
petnienie morderstwa, ktory w petni wykazywaltby (dowodzilby), ze osoba podejrzana,
niezaleznie od tego, kto jest ta osoba, popetnita morderstwo. Ponizej podany jest zbior
takich dowodéw, ktory wedtug autora (nie bedacego ekspertem sadowym) wydaje sie by¢
zbiorem kompletnym i w pelni wykazujacym wine podejrzanego.

EC}, = { osoba podejrzana widziana byla przez kilku Swiadkéw podczas popelniania mor-
derstwa, osoba podejrzana rozpoznana zostata przez wszystkich tych swiadkow
podczas eksperymentu identyfikacyinego, osoba podejrzana nie ma alibi na czas
morderstwa, osoba podejrzana miata istotne motywy do popelnienia morderstwa,
w miejscu popetnienia morderstwa wykryto materiat genetyczny osoby podejrza-
nej, na narzedziu popetnienia morderstwa wykryto material genetyczny osoby
podejrzanej }

Jezeli w przypadku osoby podejrzanej A dysponowalibysmy wszystkimi dowodami
zawartymi w kompletnosci ewidencyjnej EC), to prawdopodobienstwo hipotezy h ‘A jest
morderca’ bytoby catkowite i rowne 1. Jezeli jednak dysponowaliby$Smy niepetnym zbiorem
dowodéw Ej 4 (evidential set) jak np. ponizej,

Ena = { osoba A miala istotne motywy do popeinienia morderstwa, osoba A nie ma alibi
na czas popelnienia morderstwa },
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to prawdopodobienstwo hipotezy h ‘osoba A jest morderca’ bytoby tylko utamkowe. Na-
lezy zauwazy¢, ze poszczegdlne dowody w zbiorze ewidencyjnym Ej 4 sa obiektywnymi,
pewnymi faktami stwierdzonymi przez policje (ich prawdopodobienstwo wynosi zatem 1
i nie podlega ocenie). Ocenie podlega¢ moze jedynie stopien prawdopodobiefistwa hipo-
tezy h. Stopien prawdopodobiefistwa tej hipotezy moze by¢ w przyblizeniu oceniony (i
jest w praktyce oceniany) przez ekspertéw sadowych i kryminalistycznych. Podobnie, wa-
ga poszezegblnych dowoddéw takze musi by¢ oceniona (i jest w praktyce oceniana) przez
ekspertéw. W ogdélnym przypadku waga (znaczenie) poszczegbélnych dowodéw
moze by¢ zréznicowane. Niekiedy, jak w przypadku rzutu moneta, wynik kazdego rzutu
zazwyczaj uznawany jest jako jednakowo wazny.

Istnieje wiele probleméw binomialnych ze skoniczonym zbiorem ewidencyjnym. Rozpa-
trzmy nastepujacy problem:

hipoteza: pierwsza osobg jaka spotkam na korytarzu mego wydziatu bedzie kobieta,

antyhipoteza: pierwsza osoba jaka spotkam na korytarzu mego wydzialu bedzie mezczy-
zna.

W tym wypadku kompletny zbiér ewidencyjny zawiera skonczong liczbe oséb studiujacych
i pracujacych na moim wydziale.

Zajmijmy sie jednak teraz ponownie problemem, jaki powinien by¢ kompletny zbior
ewidencyjny w przypadku problemu binominalnego H = {h4, NOT hs} typu rzut mone-
ta? W powyzszym przypadku idealny, kompletny zbior ewidencyjny EC), musiatby sktadaé
sie z wynikéw nieskonczenie wielkiej liczby rzutéw moneta (dowoddéw). Jest oczywistym,
ze takiej liczby dowodéw nie mozna zebra¢. Podobna sytuacja istnieje takze w innych
problemach probabilistycznych. 7 tego wzgledu w wielu zadaniach praktycznych bedzie-
my musieli si¢ postugiwa¢ nie idealna lecz przyblizona kompletnoscig ewidencyjna, ktora
zostanie nazwana satysfakcjonujaca kompletnoscia ewidencyjng (satisfactory evi-
dential completeness) i oznaczona bedzie skrétem SEC. Zbiér satysfakcjonujacy jest zbio-
rem takich dowodow, ktére co prawda nie gwarantuja catkowitej prawdziwosci hipotezy
dotyczacej rozpatrywanego zdarzenia lub stanu ale zapewniaja jej prawdziwosé¢ w stop-
niu zadowalajaco wysokim, np. w stopniu 0.99 lub 0.95, etc; mowiagc ogodlnie, w stopniu
satysfakcjonujacym eksperta problemu. W przypadku problemu binominalnego typu rzut
moneta konieczne jest wigc okreslenie pewnej skonczonej liczby eksperymentow nggc,
ktora stanowitaby satysfakcjonujacg kompletnosé ewidencyjng. Liczba ta moze byé tez
rozumiana jako pewien model (reprezentacja) nieskonczonosci, to jest jako liczba, ktéra
w danym, specyficznym problemie satysfakcjonujaco dobrze reprezentuje (zastepuje) nie-
skoniczonosé. Mozliwos$¢ taka daje tzw. Chernoff bound [3, 9]. Chernoff wyprowadzit dla
problemu binominalnego wzory, ktore, po przeksztatceniu pozwalaja obliczy¢ minimalna,
satysfakcjonujaca liczbe dowodéw (w przypadku rzutu moneta: minimalna satysfakcjonu-
jaca liczbe rzutéw) na podstawie ktérej mozna okresli¢ prawdopodobienstwo hipotezy h
z pewna zatozona wiarygodnoscia). Ponizej podano wzér Chernoffa (4).

1 1
> ———In— 4
nsSec (Phe — 0.5)2 H\/E (4)
Oznaczenia:

¢ — zalozona, maksymalna, probabilistyczna niepewno$é¢ (btad) wykazania hipotezy h
(np. o dominacji reszki) jakiej nie chcemy przekroczy¢. Jesli przyjmiemy np. € = 0.01
to doktadno$¢ wykazania hipotezy h na podstawie jednej tylko serii nggpc prob bedzie
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wynosita co najmniej 1 — e = 0.99. Praktycznie oznacza to, ze jesli wykonalibysmy 100
serii rzutéw moneta (w kazdej serii ngpc rzutéw) to co najwyzej tylko w jednej serii
(e = 0.01) jej wynik nie potwierdzitby prawdziwosci hipotezy h a potwierdzitby anty-
hipoteze NOT h = h. Natomiast w pozostalych 99 seriach po ngpc rzutéw prawdziwosé
hipotezy (np. o przewadze reszki) zostalaby potwierdzona.

Phe — Oznacza zalozona przez nas wartosé prawdopodobienstwa hipotezy (pr. > 0.5), ktéra
chcemy sprawdzi¢ i wykaza¢ na podstawie ngpc dowodow. Jezeli w przypadku monety
przypuszczamy (np. na podstawie wstepnych eksperymentéw) ze dominacja reszki, czyli
asymetrycznos¢ monety na rzecz reszki wynosi okoto 0.55 to zaktadamy pp. = 0.55 i przy
tym zalozeniu obliczamy liczbe rzutow nggc, liczbe co najmniej konieczng do zadowala-
jaco wiarygodnego wykazania prawdziwosci hipotezy o dominacji reszki. Jezeli po wyko-
naniu serii nggc rzutéw moneta okazatoby si¢ jednak, ze wykazana prawdziwos¢ hipotezy
pp, faktycznie przewyzsza zalozony minimalny prog pp. (np. pn = 0.57 przy pi. = 0.55) to
fakt ten oznaczaltby, ze zrealizowana liczba prob ngge byta zadowalajaco duza. Gdybysmy
natomiast po wykonaniu pierwotnie obliczonej liczby nggpc wymaganych prob otrzymali
warto$¢ p, nizsza zatozonej wartosci pp. (np. p, = 0.53 przy pp. = 0.55) to nalezatoby
obliczy¢ nowag warto$¢ ngpe wymaganej liczby prob dla zaktualizowanego, odpowiednio
nizszego zatozenia pp. (np. dla pp. = 0.529). Nowa warto$¢ ngpc bedzie wtedy wyzsza
niz obliczona pierwotnie, co bedzie oznaczato koniecznos¢ wykonania dodatkowych uzu-
peliajacych prob rzutow moneta. Jezeli pozostalibysmy jednak przy pierwotnej liczbie
nsgc prob to bedzie oznaczalo to obnizona doktadnosé (1 — €) wykazania prawdziwosci
hipotezy.

Ponizej w tabeli 3 podano kilka przyktadéw obliczenia koniecznej liczby eksperymen-
téw w problemie binominalnym typu np. rzut moneta.

Phe 0.501 0.510 | 0.520 | 0.530 | 0.550 | 0.600
nspc || 2 302 586 | 23 026 | 5 757 | 2 559 | 921 231

Tabela 3: Przyktady wartosci satysfakcjonujacej kompletnosci dowodowej nggpc w proble-
mie binominalnym (np. wymaganej minimalnej liczby rzutéw moneta) dla maksymalnego
btedu € = 0.01 oraz doktadnosci (1 —¢€) = 0.99.

Jak pokazuja przyktady w tabeli 3, w miare, gdy moneta staje si¢ coraz bardziej syme-
tryczna (prawdopodobiefistwo reszki zbliza sie do 0.5) liczba rzutéw moneta ngpc wyma-
gana dla zadowalajaco dokladnego zidentyfikowania prawdopodobienstwa reszki szybko
i gwaltownie rosnie. Identyfikacja prawdopodobienstwa staje sie¢ wiec coraz trudniejsza.
Natomiast, im moneta jest bardziej asymetryczna (im bardziej prawdopodobienstwo resz-
ki odbiega od wartosci 0.5) tym mniej rzutéw potrzebnych jest dla zadowalajaco pewnego
stwierdzenia przewagi reszki (lub orta). Identyfikacja prawdopodobienstwa staje sie wiec
tatwiejsza. Przypomina to identyfikacje blizniakow. Duza réznica cech miedzy blizniakami
utatwia ich rozréznienie, natomiast mata réznica bardzo utrudnia.

W dalszym ciggu przedstawione zostana propozycje definicji prawdopodobienstwa hi-
potezy. Definicje te pokazuja, ze w duzej liczbie przypadkéw nie bedziemy mogli okre-
sli¢ (zidentyfikowaé) doktadnej wartosci prawdopodobienstwa py, hipotezy h lecz jedy-
nie zakres [Prmin, Phmaz] W ktérym wartosé ta lezy. Jednak, chociaz dokladnej wartosci
prawdopodobienstwa czesto nie mozemy poznac¢, to jak zobaczymy, posiadany materiat
ewidencyjny, zaleznie od swojej wielkosci, pozwoli nam na przyblizone okreslenie prawdo-
podobienstwa hipotezy.
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Minimalne prawdopodobienstwo py,.., hipotezy h dotyczacej rozpatrywanego zda-
rzenia lub stanu rzeczy jest stopniem zgodnosci (podobienstwa) posiadanego ewidencyjne-
go zbioru Fj, dowodoéw potwierdzajacych prawdziwosé tej hipotezy ze zbiorem dowodow
zawartych w kompletnym zbiorze ewidencyjnym EC), zawierajacym zbior dowodéw wy-
maganych dla catkowitego wykazania prawdziwosci hipotezy h.

Maksymalne prawdopodobienstwo pp,... hipotezy h réwne jest 1 minus minimalne
prawdopodobiefistwo pnoT pmin anty-hipotezy NOT h, wzor (5).

Phmaz = 1— PNOT hmin (5)

Minimalne prawdopodobienstwo pyornmin anty-hipotezy NOT h jest stopniem
zgodnosci (podobienstwa) posiadanego zbioru Enorp dowodéw potwierdzajacych praw-
dziwos$¢ anty-hipotezy z kompletnym zbiorem ewidencyjnym ECyor, wymaganym dla
pelnego wykazania prawdziwosci anty-hipotezy NOT h.

Maksymalne prawdopodobienstwo pyornme: anty-hipotezy NOT h rowne jest 1
minus minimalne prawdopodobienstwo ppm,, hipotezy h, wzoér (6).

PNOT hmaz = 1-— Phmin (6)

Dokladng warto$é prawdopodobienistwa p;, hipotezy h (a takze dokladna warto$¢
prawdopodobiefistwa pyorp anty-hipotezy NOT h) mozemy okreslié tylko wowczas,
gdy spelniony bedzie warunek (7), to znaczy, gdy minimalne prawdopodobienstwa hipo-
tezy i anty-hipotezy sumuja sie do jednosci.

IF (phmzn + DNOT hmin = 1) THEN [(phmzn = ph) AND (pNOThmin = pNOTh)] (7)

Dokladnej wartosci prawdopodobienstwa hipotezy h nie mozemy okresli¢, a
wiec i poznaé, jezeli minimalne prawdopodobienstwa hipotezy i anty-hipotezy nie sumuja
sie do jednosci, to znaczy gdy wystepuje sytuacja okreslona wzorem (8).

Phmin +pNOThmin <1 (8)

Przyczyna takiej sytuacji jest niedostatek materialu dowodowego (ewidencyjnego).
Niestety, z taka sytuacja czesto mamy do czynienia w problemach rzeczywistych. Ogdélnie
wartosci prawdopodobienstw w problemie binominalnym podlegaja ograniczeniom poda-
nym ponizej. W problemach multinomialnych ograniczenia beda inne.

0<p<1 9)
0 < Phmin + Phmaz < 2 (10)
0 < PNOT hmin + PNOT hmaz < 2 (11)
0 < Phmin + PNOT hmin < 1 (12)
0 < Phmaz + PNOT hinaz < 2 (13)

Prawdziwos¢ powyzszych ograniczen mozna tatwo wykaza¢ przy pomocy szczegdto-
wych wzoréw, ktore zostana podane w nastepnym rozdziale. Jesli zbior kompletnosci ewi-
dencyjnej EC}, jest z pewnych powodéw charakteryzujacych badany problem nierealny
(nigdy nie moze by¢ zebrany) to mozna zamiast niego uzy¢ satysfakcjonujacej komplet-
nosci ewidencyjnej SEC w celu okreslenia przyblizonego prawdopodobienstwa hipotezy.
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5 Niepewnosé prawdopodobienstwa

Powr6¢émy teraz do binomialnego problemu typu rzucania monetg ze zbiorem hipotez
H = {h, NOT h}, gdzie h oznacza hipoteze o dominacji reszki (ktéra mozna tez inter-
pretowaé jako hipoteze o tresci ‘w nastepnym rzucie wypadnie reszka’). Zalézmy, ze ze
wstepnych eksperymentow z moneta wynika dominacja reszki i ze jej przypuszczalne praw-
dopodobienstwo powinno by¢ nie mniejsze niz warto$¢ pp. = 0.55. Zgodnie ze wzorem
Chernoffa liczba wymaganych wynikow rzutéw (dowodéw) do okreslenia prawdopodo-
bienstwa hipotezy o dominacji reszki z doktadnoscia (1 — €) = 0.99 czyli z maksymalnym
btedem € = 0.01 wynosi nggc = 921. Ta liczba wynikow préb stanowi satysfakcjonujaca
kompletnos¢ dowodowa SEC rozpatrywanego problemu. Rozpatrzmy teraz sytuacje
pierwsza i zatézmy ze w pierwszym eksperymencie wykonalismy n = 5 rzutéw monetg
w ktorych uzyskalismy ny, = 3 reszki i nyoryn = n; = 2 orly. Zatem zbiér ewidencyjny
E}, zawiera 3 potwierdzenia (dowody) dominacji reszki a zbiér ewidencyjny Enory = E5
zawiera 2 potwierdzenia dominacji orta. Nalezy zauwazy¢, ze catkowita liczba posiadanych
dowodow n = 5 jest znacznie mniejsza od liczby ngpe = 921 wymaganej przez satysfak-
cjonujaca kompletno$é¢ ewidencyjna Espc. Co w takiej sytuacji niedoboru informacyjnego
mozemy zrobi¢ dla okreslenia prawdopodobienstwa interesujacej nas hipotezy? Omawiang
sytuacje przedstawia rys. 5.

satysfakcjonujca kompletné¢  ngec = 921

A
A

niepewndc¢ (przyszte rzuty)

| |
| |
| |
=3 Nune = Nsec —N = 921 — 5 =916 Ny = 2|
| » < » |
| T T |
| |
: [¢] [¢] [¢] [¢] (o] :
| |
| 1 1 1 > < 1 1 ]
0O 1 2 3 m n; 2 1 O
potwierdzenia hipotezh potwierdzenia anty-hipote
~-dominacja reszki” ~-dominacje

Rysunek 5: Ilustracja sytuacji niedoboru informacyjnego (braku 916 dowodéw) i spowodo-
wanej tym niepewnosci w zadaniu okreslenia prawdopodobienstwa hipotezy h o dominacji
reszki w monecie w przypadku liczby posiadanych dowodéw n = 5 znacznie mniejszej od
liczby dowodéw ngpoc = 921 wymaganej przez satysfakcjonujacy zbior ewidencyjny SEC.

Jak pokazuje rys. 5, aby uzyska¢ wymagana sumaryczna liczbe 921 dowoddéw trzeba
wykona¢ z moneta jeszcze 916 préb bowiem na razie posiadamy wyniki jedynie 5 prob.
Chociaz obecne wyniki wskazuja na przewage hipotezy o dominacji reszki (ny, = 3, ny = 2)
to nastepne 916 rzutéw moneta moze ten obraz catkowicie zmieni¢ w nieznany nam na
razie sposob. Po wykonaniu bowiem wszystkich 921 rzutéw wymaganych przez satysfak-
cjonujacy zbiér ewidencyjny moze si¢ okazac, ze to nie reszka lecz orzet dominuje w mone-
cie. Dlatego, na podstawie tak matej liczby 5 tylko dowodéw nie wolno nam formutowadé
zadnych kategorycznych i pochopnych wnioskow o dominacji reszki. Sytuacja jest bowiem
silnie niepewna, stad formutowane wnioski musza by¢ bardzo ostrozne. Mimo, ze liczba
dowodow n = 5 jest bardzo niska, to jednak dostarcza ona nam pewnej wiedzy o prawdo-
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podobienstwie i wiedze t¢ mozna i nalezy wykorzystac, chociaz nie mozemy sobie po niej
zbyt wiele obiecywaé¢. W krancowym przypadku mozliwym jest, ze wszystkie nastepne 916
rzutow datyby reszki. Wowcezas reszka bytaby ostatecznie poparta 3+ 916 = 919 dowoda-
mi. Stad maksymalne mozliwe prawdopodobienstwo reszki jakie mozemy wywnioskowaé
z posiadanej liczby 5 dowoddéw wynosi ppma. = 919/921. Natomiast minimalne prawdo-
podobienstwo reszki ppm,in zapewnione trzema juz posiadanymi dowodami wynosi 3/921.
Z kolei minimalne prawdopodobienstwo anty-hipotezy o przewadze orta wynosi 2/921,
bowiem posiadamy obecnie 2 potwierdzenia dominacji orta. Poniewaz mozliwym jest, ze
wszystkie nastepne, brakujace rzuty w liczbie 916 dadza w wyniku orta, to maksymalne
mozliwe prawdopodobienstwo orta ppme: wynosi (2 + 916)/921 = 918/921. Latwo jest
zauwazy¢, ze kazde potwierdzenie orta podwyzsza jego minimalne prawdopodobienstwo
Phimin © Wartosé 1/921 (dziata na jego korzysé) a zmniejsza maksymalne mozliwe prawdo-
podobienstwo ppma. ‘przeciwnika’ czyli reszki o taka sama wartosé 1/921 (dziata wiec na
niekorzysé ‘przeciwnika’). Natomiast kazde potwierdzenie reszki podwyzsza jej minimalne
prawdopodobiefistwo ppmin 0 wartosé 1/921 i o taka sama wartosé zmniejsza maksymalne
prawdopodobienstwo ppmaz przeciwnika, czyli orta. Poniewaz najprawdopodobniej pewna
czes¢ z przysztych, brakujacych 916 rzutéw stanowi¢ beda reszki oraz pewna czesé or-
ly, to koncowa, doktadna wartosé¢ prawdopodobienstwa pj, reszki (w sensie doktadnosci
wzoru Chernoffa) lezata bedzie gdzies pomiedzy minimalna pp,q, 1 maksymalnie mozliwg
wartos$cia Prmaz-

Phmin < Pn < Phmaz (3/92]‘) < Pn < (919/921)

Odpowiednio, prawdziwa warto$¢ prawdopodobienstwa p; anty-hipotezy h o dominacji
orta bedzie leze¢ gdzies miedzy swoja mozliwg minimalng i maksymalnag wartoscia.

Phnin <P < Phae (2/921) < pp < (918/921)

Na podstawie rozpatrywanego przyktadu mozemy sformutowaé¢ nastepujace, ponizej
podane wnioski dotyczace wzorow.

Phmin = Mh/NSEC Phmaz = 1 = Phnin = 1 — N3/ NsEC (14)
Primin = nﬁ/nSEC ) Phmaz = 1 - Phmin = 1-— nh/nSEC (15)

Doktadne prawdopodobienistwa hipotezy h i anty-hipotezy h sa od siebie zalezne i
spetniaja warunek (16).

pht+pp =1 (16)

Warunek ten oznacza, ze doktadne prawdopodobienstwa hipotezy i anty-hipotezy do-
pekliaja sie do jedno$ci. Sytuacje te ilustruje rys. 6.

Jesli do obliczenia prawdopodobienstwa hipotezy h o dominacji reszki uzyjemy wzoru
(3) ze strony 5, sugerowanego przez powszechnie stosowana czestosciowa interpretacje
prawdopodobienstwa to uzyskamy wyniki jak ponizej.

b= m/n=3/5,  pp=ngfn=2/5 (1)

Powstaje pytanie, dlaczego akurat wartosé¢ p, = 3/5 jest sugerowana jako estymata
prawdopodobienstwa hipotezy a nie jakas inna wartos¢ z zakresu mozliwych wartosci od
3/921 do 919/921 przedstawionych na rys. 67 Czym wartosé¢ 3/5 wyrdznia sie wzgledem
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n=>5, ny=3 (reszki), ny =2 (NIE reszki)

orzet

anty-hipotezan 4 PP
zbiér maliwych
Pimax  918/921 kombinacji
0.9967 (P PF)
Phtpr=1
] 25 |
i 0.4000
2/921
Prmin  0,0022 Ph
3/921 3/5  919/921 reszk
0.0033 0.6 hipdt
Phmin fl’h Prmax

przedziat mdiwych wartdsci pp

3 919
921’ 921]
o .. L n, 3
Wynik interpretacji czestosciowej: p, = Pl
Rysunek 6: Ilustracja zjawiska niepewnosci prawdopodobienstwa pj, hipotezy oraz praw-
dopodobienstwa py anty-hipotezy identyfikowanego na podstawie liczby n = 5 wynikéw
prob, ktora jest znacznie nizsza niz liczba 921 wynikéw wymaganych przez satysfakcjonu-
jaca kompletno$¢ ewidencyjng SEC),.

Wynik interpretacji kompletnosciowej: p;, € [

innych mozliwych wartosci? Nie ma zadnego uzasadnienia dla tak szczegdlnego trakto-
wania tej wartosci. Jest ona tak samo ‘dobra’ jak kazda inna warto$¢ z zakresu wartosci
mozliwych.

Rozpatrzmy teraz sytuacje druga, w ktorej dysponujemy nie matg liczbg n = 5
dowodow lecz znacznie wigksza sumaryczna liczba dowodow n = 700, sposréd ktorych
399 dowodéw popiera hipoteze h o dominacji reszki a 301 anty-hipoteze h o dominacji
orta. Oznacza to, ze minimalne prawdopodobienstwo reszki wynosi:

Phimin = Nn/Nspc = 399/921 = 0.433,
a minimalne prawdopodobienstwo orta wynosi:
Drmin = Ni/Nspc = 301/921 = 0.430.
7 kolei maksymalne mozliwe prawdopodobienstwo reszki wynosi:
Phmaz = 1 — Djin = 1 — (301/921) = 620/921 = 0.673 ,
a maksymalne mozliwe prawdopodobienstwo orta wynosi:

Prmaz = 1- Prmin = 1(399/92]—) = 522/921 = 0.567.
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Doktadna wartosé¢ prawdopodobienstwa hipotezy h o dominacji reszki nie jest znana.
Jednak wiadomo, ze zawiera si¢ ona w poznanych granicach. To samo dotyczy anty-
hipotezy o przewadze orta. Podsumowanie wiedzy uzyskanej na podstawie 700 rzutéw
monetg podane jest ponizej.

(399/921) < p, < (620/921),  (301/921) < py < (522/921)

Powyzsze wyniki przedstawiono w tabeli 4, a nast¢pnie na rys. 7.

n 0| 100 200 300 400 200 600 700

np, 0 29 117 172 226 292 349 409

ny 0 41 83 128 174 208 251 291
DPhmin || 0 ] 0.0641 | 0.1270 | 0.1868 | 0.2454 | 0.3170 | 0.3789 | 0.4441
DPhmaz || 1] 0.9555 | 0.9099 | 0.8610 | 0.8111 | 0.7742 | 0.7275 | 0.6840

Tabela 4: Wyniki eksperymentu rzucania moneta. Oznaczenia: n — liczba préb, ny, — liczba
uzyskanych reszek, nz — liczba uzyskanych ortéw, ppmi, — dolna granica prawdopodobien-
stwa pp, reszKi, Prmae — gOrna granica prawdopodobienstwa pj, reszki.

n=n,+ng Dh
900f : : ‘ ‘ : : ‘ ‘ ] .
301 0sl
0 ~ orféw | Phimin
or 921 = Y 7 o8y Phmax v
0.7 4
o A 221 - 620/921
[ 061 221/921
s niepew- | .
500 3
Y nosé 051 V niepewnoseé |
400+ i
A 0.4} A 399/921 |
300 i
0.3}
2001 Mn 399 4 Phmin
0.2}
reszek D
100+ 1 o1l
0% 1(50 260 360 460 560 6(‘)0 700 8(‘)0 960 n mO l(‘JO 260 3(‘]0 460 560 660 700 860 960 n
Nsec = 921 Nsec = 921

Rysunek 7: Ilustracja niepewnosci wynikéw oceny prawdopodobienstwa pj, hipotezy h o
dominacji reszki uzyskanych na podstawie n = 700 rzutéw moneta (n, = 399 reszek i
ny; = 301 ortéw) przy wymaganej liczbie wynikéw ngpc = 921, pr — prawdopodobienstwo
orta.

Jak pokazuje rys. 7 posiadanie wynikow 700 rzutéw znacznie zmniejszyto niepewnosé
oceny prawdopodobienstwa p, hipotezy o przewadze reszki w poréwnaniu z sytuacja, gdy
posiadalismy wyniki tylko 5 rzutéw, rys. 5. Niemniej niepewno$c¢ ta jest dalej znaczna, bo-
wiem 221 rzutow brakujacych do petnej liczby 921 rzutéw wymaganych przez satysfakcjo-
nujaca kompletno$é¢ ewidencyjna SEC moze w rézny sposob zmieni¢ sytuacje dowodowa:
moze sie okazaé, ze w monecie jednak dominuje nie reszka (obecnie ppim = 399/921 przy
Drmin = 301/921) lecz orzet, o ile odpowiednia liczba przysztych 221 rzutéw wypadnie na
korzy$¢ orta, co oczywiscie jest mozliwe. Jesli wyniki z rzutéw moneta, n = 700, n;, = 399,
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ny = 301, uzyjemy do obliczenia prawdopodobienstwa p;, na podstawie czegstosciowe]j in-
terpretacji prawdopodobienistwa to uzyskamy wyniki przedstawione ponizej. Oznaczenie
fr oznacza czestosé (frequency).

pr = frn =np/n =399/700, pp = fry =301/700
Wyniki obu interpretacji znacznie sie roznia. Sa one przedstawione na rys. 8.
n =700, mn, =399 (reszki), ny =301 (orty)

Wynik interpretacji kompletnosciowe;j:

np ny 399 301] [399 620]
1-— =|—,1——| =|—,—1| =1(0.4332,0.6732 =1-
A nSEJ [921’ o21] = o217 021) ~ | ’ G Ph
Wynik interpretacji czestosciowej: p, = e _ % = 0.5700 pr=1—p, = 0.4300
n
orzet _
anty-hipotezan # P
zbior mazliwych
kombinacji
(Pn, Pr)
522/921
Phmax 05668
zakre:
mozliwych frn 300411?0000 I
Wartosci ph 301/921
Prmin 0 3268
Pn
399/921 39I9/7OO 620/921 reszk
0.4332 0.5700 0.6732 hipdt

phmin frh phmax

Rysunek 8: Poréwnanie wynikéw oceny prawdopodobienstwa p, hipotezy h o dominacji
reszki i prawdopodobiefistwa py anty-hipotezy h o dominacji orfa na podstawie wynikow
700 préb (399 reszek i 301 ortéw) obliczonych na podstawie interpretacji kompletnosciowe;
oraz czestosciowe;j.

Poréwnanie rys. 8 z rys. 6 pokazuje, ze po zwigkszeniu liczby préb rzutu moneta z 5
do 700 (przy wymaganej liczbie nggc = 921) nastapito znaczne zmniejszenie si¢ niepew-
noéci przyblizenia prawdopodobienistwa py, hipotezy o dominacji reszki. Rysunek pokazuje
takze pozycje wyniku obliczonego na podstawie czestosciowej interpretacji prawdopodo-
bienstwa, to jest wartosci p, = 399/700 = 0.570. Nie wiadomo, dlaczego akurat ta warto$é
miataby reprezentowa¢ doktadna, ale nieznang, ze wzgledu na niedostatek danych, war-
tos¢ prawdopodobienistwa hipotezy. Warto$¢ sugerowana przez czegstosciows interpretacje
nie jest ani bardziej ani mniej wiarygodna niz kazda inna warto$é¢ prawdopodobienstwa z
zakresu wartosci mozliwych py, € [399/921, 620/921].

Rozpatrzmy teraz sytuacje trzecig w ktorej posiadamy pelny satysfakcjonujacy
zbiér dowodow o licznosci n = ngpc = 921 sktadajacy sie z ny, = 531 reszek oraz z ny =
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390 ortéow. Poniewaz posiadamy pelny satysfakcjonujacy zbiér dowodowy to w oparciu o
kompletnosciows interpretacje prawdopodobienstwa uzyskujemy wyniki podane ponizej.

P = np/nspc = 531/921 (reszka),  pp = ng/nspc = 390/921 (orzel)
pn+pr = (531/921) + (390/921) = 1

Identyczne wartosci prawdopodobienstw uzyskamy w tym wypadku na podstawie cze-
stosciowej interpretacji prawdopodobienstwa bowiem warto$¢ n catkowitej liczby prob,
z jakiej korzysta ta interpretacja jest doktadnie rowna satysfakcjonujacej liczbie prob,
tzn. n = ngpe = 921. Wartos$é prawdopodobienstwa p, = 531/921 hipotezy o dominacji
reszki jest bardzo bliska doktadnej wartosci tego prawdopodobienstwa. Maksymalny btad
dowodu, zgodnie ze wzorem Chernoffa (4) nie przekracza 0.01. Idealnie doktadnej war-
tosci prawdopodobienstwa nie mozna okresli¢, gdyz wymagatoby to posiadania wynikéw
z nieskonczonej liczby préb rzutu moneta ( w ogélnym przypadku nieskonczenie wielu
dowodéw). Uzyskane wyniki pokazane sa na rys. 9.

TL:921, np :531, TLEZSQO, nh—l_nE:nSEC

Wynik interpretacji kompletnosciowe;j:

n ny } B [531 390] B [531 531] B
S , 1 — =|—,1— —| = |—,—| = |0.5765,0.5765
NS it tbepund Il 1 YRR o TY Bl o TREo T Bl )
531 390
pp=1—pp=1-— 02 — 92l 0.4235 mozliwy blad: e < 0.01
Wynik int taci; todci . np, 531 390
NniK mmterpretacjl CcZzestosciowe]. = — = — = —
y p J € ) Ph 921 by 921

orzet
anty-hipotezan .

o
=

1 for =1
P PR = 1-elementowy
zbior maliwych
kombinaciji
(phl pﬁ)
Prmax = Prmin= Pr~ 390/921 |
interpretacja 0.4235 ¢
czestasciowa

+0.01 Pn

0 L oL >
531/921 1 reszk
0.5765 hipdt

Phmin = Phmax = Ph
interpretacja gztasciowa

Rysunek 9: Ilustracja wynikow okreslenia prawdopodobienstwa p; hipotezy o przewadze
reszki oraz prawdopodobienstwa p;- anty-hipotezy o przewadze orta w sytuacji posiadania
pelnego satysfakcjonujacego zbioru ewidencyjnego n = ngpe = 921 (531 reszek i 390
ortow).
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W tabeli 5 oraz na rys. 10 pokazana jest przyktadowa historia przyrostu liczby do-
wodéw w miare kolejnych préb rzutu monets, az do uzyskania petnej liczby dowodow
n = ngpc = 921 wymaganej przez kompletnos¢ ewidencyjna SEC.

n (0| 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 700 | 800 | 900 |nspc =921

ny |0 59 117 | 172 | 226 | 292 | 349 | 409 | 464 | 522 031

ny (0] 41 83 128 174 | 208 | 251 291 336 | 378 390
DPhmin | 0/0.0641]0.1270]0.1868{0.2454|0.3170]0.3789]0.444110.5038 | 0.5668|  0.5765
DPhmaz | 1]0.955510.909910.8610(0.8111]0.7742]0.7275|0.6840]0.6352|0.5896|  0.5765

Tabela 5: Wyniki z eksperymentu rzucania moneta az do zrealizowania wszystkich
nsgc = 921 prob wymaganych przez satysfakcjonujaca kompletnosé dowodowa SEC.
Oznaczenia: n — catkowita liczba prob, n;, — liczba reszek, n; — liczba ortéw, pumin —
minimalne prawdopodobienstwo hipotezy o dominacji reszki, ppmqe: — maksymalne praw-
dopodobienstwo hipotezy.

reg;ki 0 satysfakcjonujgca kompletnos¢ nggc = 921
1
oor Phmax — gOrna granica B
mozliwy
°or biad
o7 £<0.01
LV
" R 0.5765 = py
0.5 r———/ﬁ—'
£<0.01
0.4
0.3
02l Pnhmin — dolna granica
0.1
n
0 | | | | | | | | | »

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 o A ,
921 liczba préb
Nsec

Rysunek 10: Zmiana prawdopodobienstwa pp., hipotezy o dominacji reszki oraz praw-
dopodobienstwa pp.,i, anty-hipotezy o dominacji orta w miare przyrostu wynikéw prob
rzutu moneta.

Rys. 10 pokazuje, jak zmieniaja si¢ obydwa prawdopodobienstwa, minimalne pp,in
oraz maksymalne pppq., W miar¢ przyrostu sumarycznej liczby dowodow n i jak zmniej-
sza sie luka miedzy nimi (PrmaezPrmaez) Stanowiaca zakres niepewnosci identyfikowanego
prawdopodobienstwa py,.

Wartosé prawdopodobienstwa p, = 531/921 = 0.5765 pokazana na rys. 10 nie jest
catkowicie dokladna wartoscia prawdopodobienstwa hipotezy h (dominacja reszki) bo-
wiem jej okreslenie wymagatoby przeprowadzenia nieskonczonej liczby prob. Jest to jed-
nak satysfakcjonujace przyblizenie, ktérego btad, zgodnie ze wzorem Chernoffa (4) nie
przekracza wartosci 0.01.
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6 Optymalna reprezentacja p,r zakresu niepewnosci
[Phimins Phmaz] Prawdopodobienistwa p, hipotezy

W zadaniach realnego podejmowania decyzji czesto potrzebna jest jedno-liczbowa repre-
zentacja (singleton-representation) przedzialu niepewnosci, bowiem taka wtasnie repre-
zentacja najbardziej utatwia praktykom oraz niespecjalistom podejmowanie decyzji. Aby
okresli¢ jedno-liczbowa reprezentacje dla przedziatu niepewnosci nalezy odpowiedzie¢ na
pytanie: “Ktora wartos¢ ppr prawdopodobienstwa lezaca w rozpatrywanym przedziale
niepewnosci [Prmin, Prhmaz) Najlepiej reprezentuje ten przedziat?” Aby odpowiedzie¢ na to
pytanie nalezy sformutowaé kryterium oceny. Dobrym kryterium jest tu kryterium (18),
gdzie p; » oznacza wartos¢ ‘kandydujaca’ na reprezentacje ppp.

PhR = min[maX(pZR = Phmin; Phmaz — pZR)] (18)

p;kLR € [phmina phmax]

Kryterium to minimalizuje maksymalny mozliwy blad reprezentacji p,r wzgledem
doktadnej, nieznanej wartosci prawdopodobienstwa p, hipotezy h. Oznaczmy przez pnr
optymalna jedno-liczbowa reprezentacje przedziatu niepewnosci [Pumin, Phmaz] Wartosci
pr, sposrod wszystkich mozliwych reprezentacji pj,p zawartych w tym przedziale. Latwo
sprawdzié, ze optymalna reprezentacja jest $rednia warto$¢ (19) ograniczen ppmi, oraz
Phmaz Przedziahu.

Phr = O5(phmzn +phmam) (].9)

Konieczna jest przy tym bardzo wazna uwaga: optymalna reprezentacja p,r
zwykle nie jest dokladng wartoscia prawdopodobienstwa p; (chociaz niekiedy
moze nia by¢) bowiem prawdopodobienstwo to nie moze byé¢ dokladnie poznane (wy-
magaltoby to nieskonczenie wielkiej liczby prob). Optymalna reprezentacja jest jedynie
najlepszym szacunkiem tej wartosci okreslonym na podstawie takiej liczby prob jaka ak-
tualnie posiadamy. Jest szacunkiem ktory mozemy przyja¢ w celu podjecia decyzji zwia-
zanej z rozpatrywanym problemem. Stosowanie tej reprezentacji w warunkach czesciowej
niewiedzy zapobiega popetnianiu duzych i bardzo duzych btedéw w rozwigzywanych pro-
blemach. Optymalna reprezentacja p,r moze by¢ przedstawiona w bardziej szczegdtowej
formie (20) po wstawieniu do niej wzoréow (14) i (15).

Prr = 05(phmm +phmam) = 0.5+ 05(nh - nﬁ)/nSEC (20)

Analiza powyzszego wzoru nasuwa ciekawe spostrzezenia przedstawione ponizej.

Kompletnosciowa estymata p,r prawdopodobienstwa zalezy liniowo zaréwno od liczby
dowodoéw nj, potwierdzajacych hipoteze h jaki i liczby dowodéw ny potwierdzajacych anty-
hipoteze h. Kazde pojedyncze potwierdzenie czy to hipotezy czy anty-hipotezy zmienia
kompletno$ciowa estymate ppr o taka sama wartos¢ bezwzgledng réwna 0.5/nggc (po-
twierdzenie hipotezy zwigksza estymate ppgr, zas potwierdzenie anty-hipotezy zmniejsza
ja). Oznacza to, ze warto$¢ dowodowa kazdego pojedynczego dowodu (wyniku
rzutu moneta) jest identyczna. Natomiast w przypadku estymaty czestosciowej tak nie
jest. Wynika to wyraznie ze wzoru:

frn=np/n=ny/(ny, +n3) , (21)

proponowanego przez czestosciowa interpretacje prawdopodobienstwa, gdzie oznaczenie
frn, oznacza czestosé (frequency) wzgledna potwierdzen hipotezy h w sumarycznej liczbie
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dowodow n. Czestosé fry, bedzie w dalszym ciggu stosowana jako oznaczenie dla odroznie-
nia czestodciowej estymaty prawdopodobienstwa od estymaty kompletno$ciowej py, oraz
od doktadnej wartosci prawdopodobienstwa hipotezy py,. Zaleznos$¢ wzglednej czestosci fry,
zar6wno od liczby potwierdzen ny, hipotezy h jak i liczby potwierdzen ns anty-hipotezy
h jest nieliniowa (zaréwno ny, jak i nz wystepuje w mianowniku wzoru (21)). Oznacza to,
ze pojedyncze potwierdzenie hipotezy h zmienia czestosciows estymate fr, prawdopodo-
bienstwa p, o inng wartos¢ bezwzgledna anizeli pojedyncze potwierdzenie anty-hipotezy
h. Podobnie, w przypadku dwéch kolejnych potwierdzen hipotezy h potwierdzenie pierw-
sze zmienia estymate czestosciowa o inng warto$é¢ liczbowa anizeli potwierdzenie drugie.
Oznacza to, ze znaczenie pojedynczych dowodéw (pojedynczych rzutéw moneta) jest nie-
jednakowe, co jest nielogiczne i nieuzasadnione. Uwage na ten fakt zwracali wielokrotnie
rézni znani naukowcy, np. Burdzy [1] i Hajek [7].

Interesujaca kwestia jest jak optymalna reprezentacja p,r zmienia sie wraz ze zwiek-
szajaca sie liczba n dowodow (wynikéw prob) dla n < ngge. W tabeli 6 podane sa
przyktadowe wyniki eksperymentéw rzucania moneta.

n | 0] 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 700 | 800 | 900 |ngpc =921

n, | 0 59 117 172 | 226 | 292 | 349 | 409 | 464 | 522 531

ny | 0] 41 83 128 174 | 208 | 231 291 336 | 378 390
Phmin | 0 [0.0641(0.127010.18680.2454|0.3170]0.3789{0.4441|0.5038|0.5668|  0.5765

DPrr 10.5[0.509810.518510.52390.5282|0.5456|0.5532{0.5641|0.5695|0.5782|  0.5765

DPhmaz | 1 10.955510.9099|0.8610{0.8111|0.7742]0.7275]0.6840(0.6352|0.5896| 0.5765

21— 10.5900{0.585010.5733|0.5650|0.5840|0.5817(0.5843|0.5800{0.5800| 0.5765

|A] | — 10.0802|0.0665|0.0494|0.0368|0.0384|0.0285|0.0202|0.0105|0.0018 0

Tabela 6: Przyktadowe wyniki eksperymentéw rzucania moneta. Oznaczenia: n — suma-
ryczna liczba rzutéw, ny — liczba reszek, ny — liczba ortéw, pp,i, — dolna granica praw-
dopodobienstwa pp, hipotezy, ppme: — gorna granica prawdopodobienstwa hipotezy, ppr
— optymalna reprezentacja zakresu niepewnosci prawdopodobiefistwa pj, (estymata tego
prawdopodobienstwa), n, /n = fr, — wartos¢ prawdopodobienistwa hipotezy obliczona we-
dlug czestosciowej interpretacji prawdopodobienstwa, A = ppgr — ny/n — réznica miedzy
estymata prawdopodobienstwa okreslong na podstawie interpretacji kompletnos$ciowej i
czestosciowe;.

Na rys. 11 pokazano zmiany dolnej i gérnej granicy prawdopodobienstwa p;, oraz
optymalnej reprezentacji ppr tego zakresu czyli optymalnej estymaty kompletno$ciowe;j.

Jak pokazuje rys. 11, przy matej liczbie n dowodéw (wynikéw préb) niepewnosé
(Phmaz — Phmin) Prawdopodobienstwa py, jest bardzo duza, jednak ze wzrostem liczby do-
wodéw stopniowo maleje do minimum (do wartosci mozliwego btedu e = 0.01 w sensie
wzoru Chernoffa (4)). Takze kompletno$ciowa estymata p,r prawdopodobienstwa p, w
miare przybywania dowodéw stopniowo i bez fluktuacji dazy do swej koncowej wartosci
0.5765 = 531/921. Wiarygodno$¢ obliczonej wartosci py, = 531/921 wynosi 0.99 co ozna-
cza, ze gdybysmy powtarzali serie 921 rzutéw 100 razy, to tylko w jednej serii na 100
warto$¢ pp, obliczona na podstawie wynikéw serii bedzie rézni¢ si¢ od doktadnej, praw-
dziwej wartosci tego prawdopodobienstwa o wiecej niz 0.01. W tabeli 6 oraz na rys. 11
przedstawiono przebieg zmian estymaty kompletnosciowej p,r dla duzych liczb dowodow
az do n = 921. Natomiast w tabeli 7 przedstawiono kolejne wyniki przyktadowej serii 10
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Rysunek 11: Tlustracja procesu zmniejszania sie zakresu niepewnosci [Prmin » Phmaz] Praw-
dopodobienstwa p;, hipotezy oraz towarzyszacych temu zmian kompletno$ciowej estymaty
prr tego prawdopodobienstwa w miare powiekszania sie liczby posiadanych dowodow n
(wynikow rzutéw moneta).

rzutéw moneta wraz z wartosciami obliczonych estymat prawdopodobienstwa.

n 0| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n, | 0] 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6

g |0] 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4
Phmin | 0 0.0011|0.0022{0.0022(0.0033|0.0033|0.0043|0.0043|0.0054 |0.0054| 0.0065

Prr |0.510.5385(0.5011{0.5005]0.501110.5005|0.5011{0.5005|0.5011|0.5005| 0.5011

Dhmaz | 1 1 1 10.9989{0.9989]0.997810.997810.9967(0.9967|0.9956 | 0.9956
tho - 1 1 10.6667{0.7500{0.6000|0.6667|0.5714]0.6250|0.5555|0.0.6000
|A] | = 10.4615|0.4999|0.1662|0.2498|0.0995|0.1656|0.0709|0.1239{0.0550 | 0.0989

Tabela 7: Wyniki kolejnych 10 rzutéw monetg i odpowiadajace im wartosci dolnej ppmin
1 gornej ppmaz granicy estymowanego prawdopodobienstwa p,, wartosci estymaty kom-
pletnosciowej ppr, estymaty czestosciowej fr, = ny/n oraz bezwzglednej réznicy obydwu
estymat |A| = |ppr — np/n.

Na rys. 12 przedstawiono wizualnie przebieg zmian poréwnywanych estymat p,r oraz
frn dla matej liczby dowodéw n < 10 podanych w tabeli 7.

Rys. 12 uzmystawia jak mato wiarygodna jest estymata czestosciowa przy malej liczbie
n dowoddéw. Jezeli posiadamy tylko 1 dowdd (n = 1, ‘single case problem’) to estymata
czestosciowa moze mie¢ albo warto$é 1, jak w przyktadzie na rys. 12 albo warto$¢ 0. Ozna-
cza to, ze estymata ta na podstawie jednego tylko dowodu sugeruje prawdopodobienstwo
majace charakter pewnosci, co jest wnioskiem nadzwyczaj pochopnym. Przy wzroscie
liczby n dowodow estymata czestosciowa dazy wprawdzie stopniowo do doktadnej warto-
sci prawdopodobienstwa py, hipotezy, jednak jej przebieg wykazuje znaczne fluktuacje, co
oznacza, ze kolejno dochodzace dowody (wyniki rzutéw moneta) dosé znacznie zmieniaja
szacowane wartosci prawdopodobienstwa. Interpretacja czestosciowa nie jest tez w stanie
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Rysunek 12: Przebieg zmian kompletnosciowej estymaty p,r oraz estymaty czestodciowej
frin = np/n w zaleznosci od liczby dowodéw dla przypadku matej liczby dowodéw n < 10.

okredli¢ zadnej wartosci prawdopodobienstwa dla zerowej liczby dowodéw (w sytuacji bra-
ku jakichkolwiek dowodéw). Mamy bowiem woéwczas do czynienia z dzieleniem przez zero
— wynik takiej operacji jest nieokreslony. Natomiast estymata kompletnosciowa podaje
wiarygodny i rozsadny wynik zaréwno dla zerowej liczby dowodow (ppr = 0.5), dla przy-
padku jednego dowodu oraz dla kazdej nastepnej liczby dowodéw n. Przebieg tej estymaty
wykazuje minimalne fluktuacje, daleko mniejsze niz w przypadku estymaty czestosciowe;j.
Estymata kompletnosciowa przypomina wiec osobe, ktora nie zmienia silnie swych opinii
z kazdym pojedynczym, nastepnym dowodem, lecz czyni to z rozmystem. Estymata ta
takze stopniowo, krok po kroku zbliza si¢ do doktadnej wartosci prawdopodobienstwa py,
co pokazane jest na rys. 11. Przy duzej liczbie n dowodéw obydwie estymaty sa do siebie
bardzo zblizone, z tym zastrzezeniem, ze estymata czestoSciowa moze wykazywaé znacz-
ne fluktuacje rowniez przy duzych wartosciach n, natomiast estymata kompletnosciowa
fluktuacji takich nie wykazuje.

Na rys. 13 przedstawiono w widoku z przodu powierzchnie funkcyjng zaleznosci praw-
dopodobienstwa hipotezy rozumianego w sensie czestosciowej interpretacji prawdopodo-
biefistwa jako wzgledna czestosé fry, = ny/(ny, + ng).

Zakrzywiona, nieliniowa powierzchnia zaleznosci fry, = f(np, ny;) dobrze wyjasnia dla-
czego kolejne potwierdzenia hipotezy h (kolejne reszki) nie maja jednakowej istotnosci
dowodowej. Zaleznie od tego jaka jest poczatkowa sytuacja dowodowa (aktualna liczba
dowoddéw ny, hipotezy oraz dowodéw ng anty-hipotezy dodanie kolejnego pojedynczego
dowodu powoduje rézne zmiany czestosci fry, co $wiadczy o niejednakowym traktowa-
niu identycznych dowodéw przez czestosciowa reprezentacje prawdopodobienstwa. Jak
zobaczymy dalej, kompletnosciowa reprezentacja traktuje wszystkie dowody w jednakowy
sposob przyktadajac do nich identyczna wage, niezaleznie od tego jaki jest poczatkowy
stan dowodowy czyli poczatkowe wartosci ny, oraz nz.

Rysunek 14 dobrze obrazuje przyczyne nielogicznosci wynikéw obliczania prawdopo-
dobienstwa w sensie wzglednej czestosci fry. Powierzchnia funkcyjna zaleznosci fr, =
f(nn, ny) jest powierzchnia nieliniowa posiadajaca strefy nieczutosci na swoich brzegach.
I tak, jesli brak jest dowodéw na poparcie anty-hipotezy h (n;; = 0) a istnieja dowody
na poparcie hipotezy h (n, > 0) to niezaleznie od tego jak duza jest liczba tych dowo-
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Rysunek 13: Powierzchnia funkcyjna zaleznosci czestosci wzglednej fr, = np/n

nn/(nn+ng) od liczby potwierdzen ny, hipotezy h oraz liczby potwierdzen nz; anty-hipotezy

h. Widok z przodu.
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Rysunek 14: Powierzchnia funkcyjna zaleznosci czestosci wzglednej fry,

np/n

ny/(ny + ng) hipotezy h od liczby nj, potwierdzen hipotezy oraz od liczby ny potwier-
dzen anty-hipotezy h w widoku z tylu, nggc — caltkowita liczba prob wymagana przez

kompletnos¢ ewidencyjna SEC.
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dow, czy ny, wynosi 1, czy 2, czy 10, czy 100, prawdopodobienstwo czestosciowe hipotezy
frn, = 11 nie zmienia sie z liczba dowodéw ny,. Nie widaé¢ tu zadnego zwigzku miedzy
liczba potwierdzen hipotezy a jej prawdopodobienstwem. A przeciez logicznym jest, ze
ze zmiang liczby potwierdzen hipotezy jej prawdopodobienstwo powinno sie zmieniaé, ze
nie powinno ono by¢ stale i niezmienne. Tak wiec czestos¢ wzgledna nie odwzorowuje
prawdopodobienistwa pj, hipotezy przy braku potwierdzen (nj; = 0) anty-hipotezy. Jak zo-
baczymy dalej, kompletnosciowa interpretacja prawdopodobienstwa wady tej nie posiada
i w sposob logiczny informuje o prawdopodobienstwie hipotezy takze w tym przypadku.

Na rys. 15 przedstawione sa jednoczesnie 3 zaleznosci funkcyjne wynikajace z komplet-
nosciowej interpretacji prawdopodobiefistwa: prmin = f1(nh, %), Phmas = f3(nn, ny;), oraz
estymata kompletnosciowa ppr = fo(nn, nz). Na rysunku tym szczegélnie dobrze widaé
zbieganie si¢ powierzchni dolnego i gérnego ograniczenia prawdopodobienstwa hipotezy
h oraz jej optymalnej estymaty. Zbieganie tych powierzchni w jedng linie¢ nastepuje przy
liczbie dowodéw n = ny, + ny = ngpc wymagane] przez satysfakcjonujacy zbiér dowodo-
wy SEC. Wéwczas dolna i gorna granica prawdopodobienstwa hipotezy h sumuje sie do
jednosci niezaleznie od tego jaki jest stosunek iloSciowy liczby potwierdzen hipotezy ny,
oraz anty-hipotezy n;.

Phmin + Phmaz = 1

Jezeli sumaryczna liczba wszystkich dowodéw ny, + n; = n < ngge to wartosei dol-
nego i gérnego ograniczenia prawdopodobienstwa nie sumuja sie do jednosci a istniejaca
miedzy nimi réznica (Prmar — Phmin) 0zZhacza niepewnos$¢ naszej wiedzy o prawdziwej war-
tosci prawdopodobienstwa hipotezy p,. Na rys. 16 przedstawiono te same powierzchnie
funkcyjne w widoku z tytu.

Rysunek ten dobrze obrazuje ocene prawdopodobienstwa hipotezy przez interpretacje
kompletnosciowg przy braku dowodéw ny = 0 potwierdzajacych anty-hipotez¢ i przy
istnieniu (badz nieistnieniu) dowodéw potwierdzajacych hipoteze (n, > 0). Ze wzrostem
liczby potwierdzen ny, hipotezy ro$nie minimalna wartos¢ ppm,:, hipotezy (co jest logiczne),
nie zmienia sie natomiast gérna wartosé¢ ograniczenia pp,q.. co wynika z kolei logicznie z
faktu, ze liczba potwierdzen anty-hipotezy n; = 0 nie zmienia si¢ (jest stata i réwna 0).

Brzegowe, specjalne sytuacje oceny prawdopodobienstwa jeszcze lepiej obrazuja i wy-
jasniaja rys. 17 irys. 18. Na rys. 17 przedstawiona jest poréwnanie ocen prawdopodobien-
stwa hipotezy pj przez interpretacje kompletnosciows i czestosciowa w sytuacji specjalnej,
gdy istnieja dowody potwierdzajace hipoteze (n, > 0) ale brak jest jakichkolwiek dowo-
dow potwierdzajacych anty-hipoteze, to znaczy n; = 0. Przykladem takiej sytuacji jest
sytuacja lekarza, ktory bada prawdziwos¢ hipotezy h: ‘regularne uprawianie sportu zapo-
biega otytosci’ i ktory w swej bazie danych posiada dane np. 10 osob, ktére uprawiaja
sport i sa szczuple, potwierdzaja wiec hipoteze h lekarza (n, = 10). Jednak lekarz nie
posiada na razie w swej bazie danych przyktadéw oséb potwierdzajacych anty-hipoteze
NOT h = h, ktére mimo regularnego uprawiania sportu nie sg szczuple, a wiec liczba po-
twierdzen anty-hipotezy n; = 0. Czy lekarz na tej podstawie ma wnioskowac ze regularne
uprawianie sportu na pewno i w kazdym przypadku zapewnia szczupto$¢? To znaczy, czy
ma wnioskowaé, ze p, = 1 a p;; = 07 Powyzszy przykltad dobrze jest mie¢ przed oczami
czytajac podane w dalszym ciagu analizy.

Jak pokazuje rys. 17a, kompletnosciowa interpretacja wraz ze wzrostem liczby potwier-
dzen n;, hipotezy w logiczny sposob generuje coraz wyzsze wartosci dolnego ograniczenia
prawdopodobienstwa hipotezy ppmin hie zmieniajac jednoczesnie wartosci ograniczenia
gOrnego Prmaz, ktore jest zalezne od liczby potwierdzen ngz anty-hipotezy. Poniewaz liczba
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Rysunek 15: Powierzchnie zaleznosci funkcyjnych prawdopodobienstwa hipotezy h gene-
rowanych przez kompletnosciows interpretacje prawdopodobienstwa w widoku z przodu,
powierzchnia dolnego ograniczenia ppmin = fi(ns, n3;), powierzchnia optymalnej estymaty
Phr = fo(nn, ny), powierzchnia gérnego ograniczenia ppmaz = f3(nn, ny).

= NMh+ Nf = Neec

Nh

. . Nsec
potwierdzenia

anty-hipotezy potwierdzenia

hipotezy

niepewndé

Rysunek 16: Powierzchnie funkcyjne zaleznosci wynikajacych z kompletnosciowej inter-
pretacji prawdopodobiefistwa: ppmin = f1(nh, 7)), Phmaz = f3(nn, ny) oraz estymata kom-
pletnosciowa ppp = fa(ny, ny;) w widoku z tytu.
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1 — 1
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Phmin = nh/nSEC Phmaz = 1(nh/nSEC>
PhR = O5(phmzn +phmam) = 0.5+ 05(nh - nﬁ)/nSEC

frn =np/n = ny/(ny, + ny)

Rysunek 17: Poréwnanie szacunkow prawdopodobienstwa hipotezy pj, generowanych przez
kompletnosciowa (a) i przez czestosciowa (b) interpretacje prawdopodobienstwa w sytuacji
istnienia potwierdzen hipotezy h (n, > 0) oraz calkowitego braku potwierdzen anty-
hipotezy h (nz = 0).

ta jest stata i rowna 0 wartos¢ ppmq. tez jest stata i rowna 1, zgodnie ze wzorem podanym
na rysunku. Natomiast czestosciowa interpretacja pokazana na rys. 17b nie reaguje w
ogole na wzrost liczby potwierdzen ny hipotezy h generujac statg wartos¢ estymaty praw-
dopodobienstwa fr, = 1, co jest nielogiczne. Dodatkowo, estymata czesto$ciowa nie jest
w stanie przypisa¢ zadnej warto$ci prawdopodobienstwa dla stanu dowodowego nj, = 0
oraz n;; = 0 bowiem mamy tu do czynienia ze stanem nieokreslonym dzielenia przez zero.
Natomiast interpretacja kompletno$ciowa generuje dla tej sytuacji wiarygodna estymate
prawdopodobiefistwa 0.5 (w sensie optymalnej reprezentacji przedziatu niepewnosci, ktory
jest tu maksymalny i réwny 1).

Na rys. 18 przedstawiono poréwnanie prawdopodobienstw generowanych przez inter-
pretacje kompletnosciows oraz czestosciowa dla sytuacji odwrotnej niz przedstawiona na
rys. 17, w ktérej istnieja jedynie dowody na potwierdzenie anty-hipotezy (dominacja or-
ta), tzn. ny > 0, a brak jest calkowicie dowodéw na poparcie hipotezy (dominacja reszki)
tzn. np = 0. Innym przyktadem o ktérym warto pamigtaé¢ czytajac podane dalej analizy
teoretyczne moze by¢ przyktad policjanta badajacego prawdziwosé hipotezy h: ,,Kierowca
jezdzacy bardzo szybko powoduje wypadki”. Zalézmy, ze policjant na razie ma w swojej
bazie danych przyktady 10 kierowcow, ktérzy jezdza bardzo szybko i mimo to nie mieli
dotychczas wypadku (sa to przyktady popierajace anty-hipoteze, a wiec mamy n; = 10) a
nie posiada zadnych przyktadéw kierowcoéw, ktorzy jezdza szybko i wywotali wypadki. Nie
ma wiec na razie przyktadow potwierdzajacych hipoteze, tzn. ny, = 0. Czy policjant ma na
tej podstawie wnioskowaé (jak sugeruje czestosciowa interpretacja prawdopodobienstwa),
ze szybka jazda nigdy (z prawdopodobienstwem 1) nie powoduje wypadkow?

Rysunek 18a pokazuje, ze poniewaz liczba potwierdzen hipotezy n;, = 0 (jest niezmien-
na i réwna 0) to minimalne prawdopodobienstwo ppm,i, tej hipotezy tez jest rowniez state i
rowne zero (Prmin = 0). Na poczatku, przy braku i przy matej liczbie potwierdzen n; anty-
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Rysunek 18: Poréwnanie szacunkéw prawdopodobienstw generowanych przez komplet-
nosciowa (a) i przez czestosciowa (b) interpretacje prawdopodobienstwa w specjalnym
przypadku istnienia jedynie dowodéw potwierdzajacych anty-hipoteze (nph > 0) oraz
catkowitego braku dowodéw potwierdzajacych hipoteze (n, = 0).

hipotezy maksymalne prawdopodobienstwo hipotezy ppma. jest wysokie. Jednak w miare
jak wzrasta liczba nz potwierdzen anty-hipotezy, mozliwe maksymalne prawdopodobien-
stwo hipotezy maleje, co jest logiczne, bowiem potwierdzenia anty-hipotezy zmniejszaja
potencjalne szanse hipotezy. Natomiast w przypadku interpretacji czestosciowej przed-
stawionej na rys. 18b niezaleznie od liczby potwierdzen n; anty-hipotezy, ktére przeciez
zmniejszaja szanse hipotezy, interpretacja ta sugeruje stala, zerowa wartos¢ estymaty fry,
prawdopodobienstwa hipotezy. Zjawisko to mozna zinterpretowa¢ nastepujaco: ‘poniewaz
nie mam dowodéw na poparcie hipotezy to catkowicie wykluczam nawet czeSciows jej
prawdziwos¢’.

7 Podsumowanie

W wyktadzie przedstawiono nowa kompletnosciowa interpretacje prawdopodobienstwa,
ktora nie posiada szeregu wad najczesciej obecnie stosowanej interpretacji czestosciowej.
W szczegdlnosci, interpretacja kompletnosciowa w wiarygodny sposob modeluje prawdo-
podobienstwo dla pewnych krytycznych i specjalnych sytuacjach, takich jak mata liczba
probek (dowoddéw) oraz braku dowodéw potwierdzajacych prawdziwosé jednej z hipotez.
Interpretacja czesto$ciowa nie potrafi w tych sytuacjach poda¢ akceptowalnych wartosci
prawdopodobienstwa. A wtasnie z przypadkiem malej liczby préobek badz tez ich bra-
kiem (luki informacyjne [20]) czesto spotykamy sie w problemach rzeczywistych. Stad za-
kres zastosowania interpretacji kompletnosciowej jest znacznie wickszy niz czestosciowej,
ktora mozna stosowaé¢ dopiero przy wigkszej liczbie probek. Kompletnosciowa interpre-
tacja prawdopodobienstwa uzmystawia nam, ze w wielu wypadkach nie mozna poznac
jego doktadnej wartosci a jedynie jego dolng i gérng granice. Oznacza to czesciows nie-
pewno$¢ i nieokreslonos¢é prawdopodobienstwa. W wyktadzie przedstawiono interpretacje
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kompletnosciowa w wersji dla najprostszego przypadku binominalnego, to znaczy przy-
padku dwoch hipotez H = {h, NOT h}. Wychodzac z tego przypadku interpretacje kom-
pletnosciowa mozna rozszerzy¢ na przypadek trinomialny, tetranomialny, quintonomialny,
..., multinomialny.
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