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3 Teoria zbiorów

ZASTOSOWANIE: Struktury danych. Wst¦p do relacji.

1. ? Czy zbiory A = ∅ i B = {∅} s¡ równe? Odpowied¹ uzasadni¢.

2. ? Czy prawd¡ jest, »e {{a, b}, {b, c}} = {a, b, c} ?

3. ? Dany jest zbiór A = {a, b, c, {a, b}, {a}, {a, b, c, d}, {a, b, c}}

(a) Które elementy tego zbioru s¡ zbiorami?

(b) Które z nast¦puj¡cych wyra»e« maj¡ sens:

i. a ∈ A
ii. a ⊂ A
iii. {a} ∈ A

iv. {a} ⊂ A
v. {a, b, c, d} ∈ A
vi. {a, b, c, d} ⊂ A

4. ? Która z nast¦puj¡cych równo±ci jest prawdziwa, a która faªszywa dla dowolnego zbioru A ?

(a) A ∪∅ = A

(b) A ∩∅ = ∅
(c) A ∪∅ = ∅

(d) A ∩∅ = A

(e) A ∪AC = ∅
(f) A\A = ∅

5. ? Wyznaczy¢ elementy nast¦puj¡cych zbiorów:

(a) {x ∈ N : |5− x| ≤ 1}
(b) {x ∈ N : x ≤ 0}
(c) {x ∈ N : x = 4 ∨ x = 7}

(d) {{a, b, c}}
(e) {{1, 2}, {{1, 2}},∅}
(f) {{1, 2}, {{1, 2}}, {∅}}

6. ? Okre±li¢ moc zbioru:

(a) {x ∈ N : x < 4}
(b) {x ∈ N : x2 < 4}
(c) {x ∈ Z : x2 = 4}
(d) {x ∈ Z : x2 = 8}
(e) {x ∈ R : ax2 + bx+ c = 0}

(f) {x ∈ R : anx
n + an−1x

n−1 + · · · a0 = 0}
(g) {x ∈ C : anx

n + an−1x
n−1 + · · · a0 = 0}

(h) ∅
(i) {∅}
(j) {∅, {∅}}
(k) {∅,∅, {∅}}

7. Znale¹¢ warunek charakteryzuj¡cy elementy zbiorów i zapisa¢ je w skróconej formie (bez wymieni-
ania wszystkich elementów):

(a) A = {· · · ,−4,−3,−2,−1, 0}
(b) B = {1, 2, 4, 8, 16, · · · }
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8. ? Wyznaczy¢ zbiory:

(a) N ∩ (4, 7]

(b) N ∩ (−4, 7]
(c) Z ∩ (−4, 7]
(d) N \ (−2, 4)
(e) [5, 6] \ N

9. Dana jest przestrze« U (uniwersum) oraz zbiory A i B. Wyznaczy¢ AC i BC .

(a) U = N, A = {1, 3, 5, 7}, B - zbiór liczb naturalnych wi¦kszych od 6.

(b) U = Z, A = N, B - zbiór liczb caªkowitych mniejszych od 5.

(c) U - zbiór pot¦g liczby 2 o wykªadniku caªkowitym nieujemnym, A - zbiór pot¦g liczby 2 o
wykªadniku nieparzystym, B = {1, 2, 4, 8}.

10. Dane s¡ zbiory A i B. Znale¹¢ A ∩B,A ∪B,A \B,B \A:

(a) A = {0, 3, 6, 8}, B = {3, 5, 8, 9}
(b) A = (−1, 1] \ { 12}, B = {x ∈ Z : −π ≤ x <

√
20}

11. ? Niech x, y, z, f s¡ ró»ne od zbioru pustego. Jakie zale»no±ci musz¡ zachodzi¢ pomi¦dzy nimi, »eby
zachodziªy równo±ci:

(a) {y, z} = {y, z, f},
(b) {x, y, x, x} = {y, x},
(c) {{x, y}, z} = {{x}, z},
(d) {{y, f}, z} = {{y, x}},
(e) {{x,∅}, z} = {{∅}}.

12. Wyznaczy¢ zbiór P (A) dla zbioru A = {1, 2, 3}.

13. ? Jakie relacje inkluzji zachodz¡ mi¦dzy zbiorami A i B?

(a) A = {{a}, a, 0}, B = {a}
(b) A = {a, b}, B = {a, c, d}
(c) A = {x ∈ N : x > 2}, B = {y ∈ N : y > 2}
(d) A = {ax+ b : a, b, x ∈ R}, B = {x+ y : x, y ∈ R}
(e) A = {x ∈ N : x2 > 4}, B = {y ∈ N : y > 2}
(f) A = {{a, b}, a, b,∅}, B = {{a}, b, {∅}}
(g) A = {x ∈ R : x > 0}, B = {y ∈ N : y > 0}
(h) A = {{a, b}, {c, d}, c, d}, B = {{a, b}, c}

14. Czy nast¦puj¡ce inkluzje zachodz¡ dla dowolnych zbiorów A i B?

(a) (A ∩A) ⊆ A
(b) (A \B) ⊆ (A ∩B)

(c) (A ∩B) ⊆ A

15. Udowodoni¢ prawa rachunku zbiorów:

(a) A \ (A \B) = A ∩B
(b) (A ∪B) \A = B \ (A ∩B)

(c) (A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C)
(d) (A ∩B)C = (AC ∪BC)

(f) (A ∪B)C = (AC ∩BC)

(g) A ∪ (A ∩B) = A

(h) A ∩ (A ∪B) = A
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16. Udowodni¢:

(a) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)
(b) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C
(c) (A \B) ∩ (C \D) = (A ∩ C) \ (B ∪D)

(d) A−̇B = ∅⇒ A = B

(e) A ∩ (B−̇C) = (A ∩B)−̇(A ∩ C)

17. Dowie±¢, »e dla dowolnych zbiorówA,B,C iD zachodz¡ nast¦puj¡ce implikacje b¡d¹ równowa»no±ci:

(a) (A ⊆ B ∧ C ⊆ D)⇒ (A ∩ C ⊆ B ∩D)

(b) (A ⊆ B ∧ C ⊆ D)⇒ (A \D ⊆ B \ C)
(c) A ⊆ B ⇔ B = A ∪ (B \A)

18. Wyznaczy¢
⋃
i∈I

Ai oraz
⋂
i∈I

Ai, gdy I = {0, 1, 2, 3}:

(a) Ai = [i− 1, i+ 2]

(b) Ai = {−i, 0, i}
(c) Ai = R \ {i}

19. Wyznaczy¢
⋃
i∈N

Ai oraz
⋂
i∈N

Ai:

(a) Ai =
[
0, 1i
]

(b) Ai =
[
− 1

i ,
1
i

]
(c) R \

[
0, 1 + 1

i

]
(d) R \ [i,∞)

20. Wyznaczy¢
⋃

i∈R+

Ai oraz
⋂

i∈R+

Ai:

(a) Ai =
[
−0, 1

i2+1

]
(b) Ai = (i,∞)

(c) Ai = [1, i2]

21. Wyznaczy¢
⋃

i∈R+

Ai,
⋂

i∈R+

Ai,
⋃
i∈N

Ai oraz
⋂
i∈N

Ai:

(a) Ai = {x ∈ N : −i ≤ x ≤ i}
(b) Ai = {x ∈ R : −i ≤ x ≤ i}
(c) Ai = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1

i+1}

(d) Ai = {x ∈ R : 1− 1
i+1 ≤ x ≤

i+1
i+2}

22. Wyznaczy¢
⋃
i∈N

Ai:

(a) Ai = {x ∈ R : −2 + 1
n ≤ x ≤ 2− 1

n}
(b) Ai = {x ∈ R : x2 + 2x+ n = 0}

23. Wyznaczy¢
⋂
i∈N

Ai:

(a) Ai = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 2− 1
n}

(b) Ai = {x ∈ R : x > n}

24. Udowodni¢, »e dla dowolnych indeksowanych rodzin zbiorów zachodzi:

(a)
⋂
i∈I

(Ai ∩Bi) =
⋂
i∈I

Ai ∩
⋂
i∈I

Bi
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(b)
⋃
i∈I

(Ai ∪Bi) =
⋃
i∈I

Ai ∪
⋃
i∈I

Bi

(c)
⋃
i∈I

(Ai ∩Bi) ⊆
⋃
i∈I

Ai ∩
⋃
i∈I

Bi

25. Wyznaczy¢ A×B i B ×A:

(a) A = {0, 1}, B = {2, 3}
(b) A = {{0}, 1}, B = {1, 2, 3}
(c) A = ∅, B = {a, b, c, d}
(d) A = {∅, 4}, B = {1, 2}

26. Wyznaczy¢ zbiór A2 i okre±li¢ jego moc:

(a) A = {4, 5}
(b) A = {a, b, c, d}

27. Niech |A| = k. Wyznaczy¢ An.

28. Narysowa¢ A×B oraz B ×A:

(a) A = (1, 2), B = (0, 1)

(b) A = [−1, 1], B = [0, 1]

(c) A = (0, 1) ∪ (2, 3], B = (1, 2] ∩ (3, 4]

29. Niech |A| = k, |B| = l. Wyznaczy¢ A×B oraz jego moc.

30. Sprawdzi¢, czy prawdziwe s¡ równo±ci:

(a) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)
(b) A \ (B × C) = (A \B)× (A \ C)
(c) A ∩ (B × C) = (A ∩B)× (A ∩ C)

31. Udowodni¢ równo±ci:

(a) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)
(b) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C)
(c) B ×

⋂
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

(B ×Ai)

(d) B ×
⋃
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

(B ×Ai)

32. Uzasadni¢, »e je»eli A×B = B ×A, to albo A = ∅, albo B = ∅, albo A = B.

33. Indeks Jaccarda, sªu»¡cy do mierzenia podobie«stwa mi¦dzy zbiorami, zde�niowany jest nast¦pu-
j¡co:

J(A,B) =
|A ∩B|
|A ∪B|

, J(A,B) ∈ [0, 1].

Wykaza¢, »e indeks Jaccarda nie jest metryk¡.

34. A Niech X 6= ∅, F oznacza rodzin¦ sko«czonych podzbiorów zbioru X, oraz zde�niowana jest
funkcja d : F × F → [0,∞), d(A,B) = |A−̇B|, gdzie A i B s¡ zbiorami. Wykaza¢, »e (X, d) jest
przestrzeni¡ metryczn¡.
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