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Przypomnienie elementéw z rachunku

prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A i B s3 pewnymi podzbiorami przestrzeni zdarzen Q.
A, B C Q. Prawdopodobienstwo zdarzenia A pod warunkiem,
ze zaszto zdarzenie B oblicza sie nastepujaco:
P(AN B)
P(AB) = ———=, P(B : 1
(A8) = “5gr P(B) 0 (1)
Inny sposéb:
P(AIB) = Pans) _ Tin”
= = B
P(B) %
#(AN B)
- @)
#B
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Przyktad

Tabelka z danymi:

[ nr [ pte¢ | palanie | sport |
1 M tak nie
2 M tak tak
3 K nie nie
4 M nie tak
5 K nie tak
6 M nie tak
7 K tak tak
8 M nie tak
9 M nie nie
10 K nie nie

Jakie jest prawdopodobiefistwo (w danych), ze wylosowany cztowiek jest palacy, pod warunkiem, ze
uprawia sport?

2
P(palenie = tak|sport = tak) = s

Jakie jest prawdopodobienstwo (w danych), ze wylosowany cztowiek uprawia sport pod warunkiem, ze
jest to niepalacy mezczyzna?

3
P(sport = tak|pte¢ = M, palenie = nie) = 2
Jakie jest prawdopodobiefistwo (w danych), ze wylosowany cztowiek jest kobieta i uprawia sport pod
warunkiem, ze nie pali?

1
P(pte¢ = K, sport = tak|palenie = nie) = P
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Przypomnienie elementéw z rachunku

prawdopodobienstwa

Manipulowanie wzorem prawdopodobiefstwa warunkowego

Przenoszenie zdarzenia pod warunek:
PABIO="0 =~ PO PE.O
= P(A[B, C)P(B|C). ®3)

,Wytuskiwanie" zdarzenie spod warunku:

_ P(A,B, C) _ P(A,B, C)-P(C)
PIAIB.C) =& ) = P(B.C)- P(O)
_ P(A,BIC) @)

P(BIC) -

ot

Zrobi¢ przyktad z przeniesieniem zdarzen As, ..., A,_1 pod warunek:
P(A1A2As3 -+ - Ap|B) = P(AxAs - - Ay|A1B)P(A1|B) = .. ..
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Przypomnienie elementéw z rachunku

prawdopodobienstwa

Niezaleznosé zdarzen

@ Moéwimy, ze dwa zdarzenia A i B s3 niezalezne (piszemy A L B),
wtedy i tylko wtedy, gdy:

P(AN B) = P(A) - P(B). (5)

@ W odpowiednio duzej populacji 2, jezeli A L B, to nalezy
oczekiwaé, ze A z taka sama czestoscia pojawia sie w 2 jak i w B,
oraz odwrotnie ze B z taka sama czestoscia pojawia sie w  jak i w
A.

® Czylijezeli A L B, to P(A|B) = P4E2) = BB — p(a).

@ Jezeli zdarzenia nie s3 niezalezne to ich wystepowanie razem ma
inne prawdopodobienstwo (czestos¢), niz iloczyn
prawdopodobienstw. Mozemy domniemywa¢ korelacji — czyli
istnienia pewnej przyczyny, ktéra te zdarzenia wiaze.
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Przypomnienie elementéw z rachunku

prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo catkowite

Dla kazdego rozbicia przestrzeni zdarzen Q na roztaczne podzbiory
By, By, ..., B, (kazdy o dodatniej mierze prawdopodobienstwa), tj:

i=1

Vi#j B;ﬂBjZQ),
Vi P(B;) > 0.

prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A mozemy oblicza¢ wg wzoru:

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A[B2)P(B2) + - - + P(A[Bs) P(B;)

= Z P(A|B:)P(B;). (6)

~

;yo?ié rysunek.



Przyktad

@ Trzy fabryki produkuja zaréwki. Prawdopodobienstwa, ze
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wyprodukowana zaréwka bedzie $wiecita dtuzej niz 5 lat,
wynosza dla tych fabryk odpowiednio: 0.9, 0.8, 0.7.
Prawdopodobienstwa napotkania na rynku zaréwek z
danej fabryki, wynosza odpowiednio: 0.3, 0.5, 0.2. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze losowo zakupiona zaréwka
bedzie $wiecita dtuzej niz 5 lat?

Jezeli wiemy, ze pewna losowo zakupiona zaréwka
Swiecita dtuzej niz 5 lat, to jakie jest
prawdopodobienstwo, ze pochodzi ona z drugiej fabryki?



Przypomnienie elementéw z rachunku
prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo catkowite (odwrdcenie)

P(B1A) =~
- P(B,- N A) -
P(A|B)P(By) + - -+ P(A|B,)P(B,)
P(Bi N A) 553
= PABIPE) T+ PAB)PE) O
) P(AIB)P(B) .

P(A[B1)P(B1) + - - + P(A[B,)P(B,)’

Innymi stowy, patrzymy na udziat i-tego sktadnika w catej

sumie obliczanej wg prawdopodobienstwa catkowitego.
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Przypomnienie elementéw z rachunku

prawdopodobienstwa

Schemat Bernoulli'ego

Prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw w serii n prob,
gdzie prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie jest
réwne p, a porazki 1 — p:

P(p, k,n) = (Z) p(1—p)" - (10)
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Przypomnienie elementéw z rachunku

prawdopodobienstwa

Elementy dla zmiennych/przestrzeni ciagtych

@ Operujemy na funkgji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa p(x) i
dystrybuancie F(x) = P(X < x).

° /jo p(x)dx = 1.

Pla< X < b)= /bp(x)dx.

P(a < X < b) = F(b) — F(a).
Rézniczka dystrybuanty: dF(x) = p(x)dx.

Catka z funkgcji gestosci: /p(x)dx = F(x) + C.

e © 66 ¢

Dla zbioréw (wielowymiarowych) mierzalnych w sensie catki Lebesgue'a:

/ 1d)
JA

/Qld)\. (11)

(Przykfady: igta spuszczana na stét, spotkanie Romeo i Julii.)
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P(A) =




Przypomnienie elementéw z rachunku

prawdopodobienstwa

Wartos$¢ oczekiwana

@ Wartos¢ oczekiwana (lub srednia) pewnej zmienne;j
losowej X o skonczonej liczbie mozliwych wartosci
{x1,...,x,} obliczamy wg wzoru:

E(X):x1~P(X:X1)—|—---—|—x,,~P(X:x,,)
:Zx, = X;). (12)

@ W przypadku ciggtym — gdy nieskonczony zbiér
mozliwosci — mamy:
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Przypomnienie elementéw z rachunku
prawdopodobienstwa

Wariancja — $redni kwadrat odchylenia

@ W przypadku dyskretnym:

D?(X) = Z(x,- — E(X))2P(X = x;) (14)

= E(X?) — E*(X). (15)

o W przypadku ciagtym:

DA(X) = / = ECOPp(gde (19
= E(X?) — E*(X). (17)

@ Odchylenie standardowe to pierwiastek z wariancji.
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Naiwny klasyfikator Bayesa

@ Realizuje zadanie klasyfikacji dla dowolnej liczby klas,
tj. odwzorowanie:

X —{1,2,..., m},

gdzie w ogélnosci X = X; x Xo x ... x X, CR".

@ Jest to klasyfikator probabilistyczny z dotozonym
tzw. naiwnym zatozeniem, ze zmienne wejsciowe s3
niezalezne: Vi #j X; L Xi.

@ Dzieki temu zatozeniu klasyfikator radzi sobie $wietnie z
dowolna liczba zmiennych (moga by¢ setki czy nawet
tysiace) — nie cierpi na przekleristwo wymiarowosci.
Wraz ze wzrostem liczby zmiennych ztozonos¢ skaluje sie
liniowo a nie wyktadniczo.

@ Ograniczenie: w praktyce wymaga zmiennych dyskretnych
(kategoryczne, wyliczeniowe). Zmienne ciagte musza

zosta¢ zdyskretyzowane na przedziaty.
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Naiwny klasyfikator Bayesa

@ Dany jest pewien zbiér danych z wyrézniona zmienna decyzyjna

(wyjsciowa):
(Xl X [ X [Y]
3 1 |- 2 1
215 -] 42
1] 4 2 |2

@ Na podstawie tabelki znamy rozktady prawdopodobiefistwa
wektoréw wejsciowych w poszczegdlnych klasach tj. X = x|Y =y
(utozsamiajac je z rozktadami czestosci).

@ Dla pewnego nowego X = (x1, X2, . . ., Xp) chcemy wyznaczy¢
G ——

X
numer klasy y*, ktéra jest najbardziej prawdopodobna:

y* =argmax P(Y = y|X = x). (18)
y
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Naiwny klasyfikator Bayesa

P(X =x|Y =y)P(Y =y)
P(X)
P(X =x]Y =y)P(Y =y)

T PX=x[Y=1D)P(Y =1+ -+ PX =x|Y = m)P(Y =m)’ (19)

P(Y =y|X =x) =

Mianownik staty i niezalezny od y, dla ktérego badamy P(Y = y|X = x), a zatem:
y* =argmaxP(Y = y|X = x) = argmax P(X = x|Y = y)P(Y = y). (20)
y y
Woprowadzamy naiwne zatozenie o niezaleznosci zmiennych, gdy w ogélnosci
x = (x1,%2,...,Xn), mbwiace ze:
PX=x|Y=y)=PXi=x1NXo=x2N---NXn=xalY =y)
=PXi=x1|]Y =y)P(Xa=x2|Y =y) - P(Xn=xa|Y =)
n
=[] PXi =xilY =y).
i=1
A zatem

n
y* :argm}?xH P(X;i =x|Y = y)P(Y =y). (21)
i=1
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Ora

Przyktadowy wykres dziatania klasyfi

f(Xl,X27X35 s ,Xn)
—_——

const.

Rysunek: Odpowiedz klasyfikatora jako funkcja x1 i xo przy
ustalonych pozostatych zmiennych, np.:
x = (x1,%,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1).

17/ 32



Naiwny klasyfikator Bayesa

@ Zysk (z naiwnosci) — Niech dla uproszczenia kazda ze
zmiennych ma stata lub $rednia liczbe g wartosci (moc
dziedzin). Aby zapamieta¢ wszystkie mozliwosci dla
P(Xi = xij|Y = y) potrzeba O(n- q - m) pamieci. Bez
naiwnosci bytoby to O(g" - m), co w wielu przypadkach bytoby
niemozliwe, wiec klasyfikacja kazdorazowo wymagataby
jednego przejscia po zbiorze danych, aby dla zadanego x
wyznaczy¢ P(X = x|Y =y).

@ Trudnos¢ (bez naiwnosci) — Dla ,matego” problemu, nawet
jezeli bytaby mozliwos¢ zapamietania O(gq" - m)
prawdopodobieristw tacznych P(X = x|Y = y), to niektére z
nich mogtyby by¢ btednie zerowe (lub bardzo mate) z uwagi
na braki realizacji wszystkich kombinacji wektora
x = (x1,...,Xn) w bazie danych, ktéra jest do dyspozycji.
Trudnos¢ ta znika przy naiwnosci, bo patrzymy na rozktady
pojedynczych zmiennych w klasach (a nie taczne).

18/ 32



Naiwny klasyfikator Bayesa

@ ,Epsilonowanie” — Gdy mato danych istnieje grozba, ze
[T, P(X; = x;|Y = y)P(Y = y) stanie sie
(nleprade|W|e) zerem, gdy jeden z czynnikéw jest zerem
na podstawie tabelki z braku pewnych realizacji
Xi = x;|Y = y. Wyniki klasyfikacji moga by¢ z tego
powodu czasami btedne. Dopuszczalna sztuczka:
wygtaci¢" wszystkie rozktady warunkowe dodajac do
kazdego punktu rozktadu pewng matj liczbe € i
normalizujac do sumy réwnej jednosci (dzielac przez
sume).
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Naiwny klasyfikator Bayesa

@ Dla zachowania dobrych praktyk modelowania,
klasyfikator powinien by¢ budowany z rozbiciem zbioru
danych na cze$¢ uczacy i testujaca lub z wykorzystaniem
ogolniejszej techniki kroswalidacji.

@ Po upewnieniu sie, ze na danym problemie klasyfikator
poprawnie uogdélnia — btedy na zbiorach testujacych nie
odbiegaja znaczaco od btedéw na zbiorach uczacych —
mozna ostatecznie zbudowac¢ klasyfikator na catym
zbiorze danych.
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Reguta Bayesa

@ Pozwala aktualizowaé¢ nasz dotychczasowy model
pewnego zjawiska na podstawie naptywajacych danych.

P(dane|model) P(model)
P(dane)

P(model|dane) = (22)

P(dane|model)P(model)

P(model|dane) = P(dane)
ane

_ P(dane|model)P(model)
" P(dane|model;)P(model;) + ... + P(dane|model,)P(model,)’
(23)

@ Pojecia: a priori, a posteriori, likelihood.

@ Wersja dla funkgcji gestosci. Niech M oznacza
nieskonczony zbiér modeli, a m* wyrézniony model, ktéry
chcemy zbada¢:

P(dane|m*)p(m*)

p(m’|dane) = e P(dane|m)p(mYdm

(24)
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Reguta Bayesa

@ W, jednorekich bandytach” mamy trzy r6zne rodzaje
tarcz losujacych symbol ,,7" z jednym prawdopodobiefstw
re {%, %, %} Z jaka tarcza mamy do czynienia, jezeli w
probie o licznosci n =5 mamy k = 2 sukcesy.

@ Referendum: jaki rozktad na odsetek r € [0, 1]
glosujacych ,tak” w catej populacji, jezeli proba: k =7 w
n=10.

@ Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jutro wzejdzie stonce?

@ Sktadanie reguty Bayesa z kilku préb (ze zmiang a priori),
np.: =3, ki =2im=2ik =2lubn=5i k=4
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p(rlk=Tn—10)— —A=0”  rA=r o

1 —_—
/ 57(1 o S)3d5 1320
0

p(rlk =7,n=10)

r

0.2 0.4 0.6 0.8 1

r8 9 3r10 r11 1

1 r
E(r):/o p(r)dr = 1320( 5 ~ §+W—H)0:§- (26)



Czutosc i specyficznosc (klasyfikatora)

Czutos¢ (ang. sensitivity)

liczba prawdziwych pozytywnych

czutos¢ = — = -
liczba prawdziwych pozytywnych + liczba fatszywych negatywnych

(27)

Specyficznosé lub swoistosé (ang. specifity)

liczba prawdziwych negatywnych

specyficzno$é =

liczba prawdziwych negatywnych + liczba fatszywych pozytywnych

(28)
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Czutosc¢ i specyficznosé a reguta Bayesa —

przyktad

Duza firma zamierza zrobi¢ badania antynarkotykowe swoim
pracownikom. Niech D i N oznaczaja odpowiednio narkomana
i nienarkomana, a + i — zdarzenia, ze test wyszedt pozytywny
lub negatywny. O pewnym tescie narkotykowym wiadomo, ze
ma czutos¢ P(+|D) = 0.99 i specyficznos¢ P(—|N) = 0.99.
Wiadomo takze, ze w catym dorostym spoteczenstwie mamy
0.005 narkomanéw. Pytamy, ile wynosi P(D|+)? Czyli jakie
jest prawdopodobienstwo, ze kto$ jest faktycznie narkomanem,
jezeli go posadzimy o to na podstawie pozytywnego testu?
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Czutosc¢ i specyficznosé a reguta Bayesa —

przyktad

P(+|D)P(D)
(+|D)P(D) + P(+|N)P(N)
B 0.99 - 0.005 om0
7 0.99-0.005 +0.01-0.995 33%.

P(D|+) = 2

Tylko okoto 33% sposrdd tych, dla ktérych test dat wynik
pozytywny, jest faktycznie narkomanami. Dlaczego? Whnioski?
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Rozkfady beta i usrednianie ocen ekspertéw

Parametryczna rodzina rozktadéw beta {B(x, p, q)}(p,q)en2
xP~1(1 — x)9-1
Blxp.a)= o (20)
/ P11 —s)7 1 ds
0

gdzie p i g s3 odpowiednikami liczby sukceséw i porazek w
rozkfadzie dwumianowym (schemat Bernoulli'ego), tyle ze
powiekszone o 1. Tzn. jezeli np. p=11i g = 1, to odpowiada
to tak naprawde O sukceséw i 0 porazek i otrzymujemy rozktad
jednostajny — czesto uzywany jako rozktad a priori.

ot
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Rozkfady beta i usrednianie ocen ekspertéw

X

0.2 0.4 0.6 0.8 1

B(X) p=1q9g=3

X

0.2 0.4 0.6 0.8 1

B(X) P:37q:1

X

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Rozkfady beta i usrednianie ocen ekspertéw

0.2 0.4 0.6 0.8 1

B(x) p=30,q=30

§
5
4
3
2
1
072 0.4 0608 1%
GB(X) p =10, =30
5
4
3
2
1
4 X

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Rozkfady beta i usrednianie ocen ekspertéw

Dwdch ekspertéw réznie wycenia te sama nieruchomosc.
Jeden na 4 min zt, a drugi na 10 min zt. Wiemy, ze za
pierwszym ekspertem ,stoi” baza danych 6 przypadkéw
(doswiadczenie zawodowe — tyle podobnych nieruchomosci
wycenit), a za drugim baza danych 2 przypadkéw?
© Czy mozemy wartos$¢ oczekiwang oszacowac jako:
go34 + 52510 = 5.57
© Jak mozemy znalez¢ funkcje gestosci rozktadu
prawdopodobienstwa p(r) na prawdziwg cene
nieruchomosci r € [4,10]7
© Czy wartos¢ oczekiwana E(r) policzona na podstawie
funkcji gestosci rozktadu bedzie doktadnie réwna
oszacowaniu z punktu 17
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Rozkfady beta i usrednianie ocen ekspertéw

Zastosujemy odpowiedni rozktad beta, przy czym zmienng
x € [0, 1] zastepujemy zmienna r € [4,10] wg nastepujacego
przeksztatcenia:

r—rmn _ r—4

(30)

X 'max — I'min B ]-0_4

Otrzymujemy:

r—43y2(1 _ r=46
p(r) = B(r 241,64 1) — — (10=8) (17 108)
s—4 s—4
[ St
, '10—4 10-4

4;/’)6(_4+ r)2.
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Rozkfady beta i usrednianie ocen ekspertéw

E(r) = /10 o(r)dr — 2(125000r2 _275000r3 N 128125r*  6625r°
s 6\ 729 2187 2916 729
20875r° 5157 N 4998 17/° N rt0 >’10 _29 g

17496 5103 93312 104976 = 466650/l4 5 1)
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