Metody sztucznej inteligencji:
(1) samoorganizujaca sie mapa Kohonena (SOM),
(2) sie¢ neuronowa o bazach radialnych (RBF).
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1 Klasteryzacja za pomoca samoorganizujacej si¢ mapy Kohonena

1.1 Szkic idei dziatania

Dany jest zbior punktéw (przyktadéw uczacych): D = {Xi}q‘:l gdziex; = (wi,. .., xi) € R™

Zadanie klasteryzacji polega na przyblizeniu danego zbioru ’pﬁnkt()w za pomoca mniejszej liczby K
punktéw (zawykle K << m). W ten spos6b mozna méwié¢ o wykrywaniu skupierh w zbiorze danych
o pewnym rozkladzie czy tez o wykrywaniu ksztattéw. Punkty, za pomoca ktérych przyblizamy, na-
zywa sie zwykle prototypami lub centrami klastréw. Zadanie klasteryzacji jest z definicji zadaniem uczenia
sie bez nadzoru (ang. unsupervised learning), co oznacza, ze w zbiorze uczacym nie zostata wyrézniona
zmienna y — zmienna decyzyjna lub objasniana — jak ma to miejsce w zadaniach klasyfikacji lub aprok-
sykmacji.

Istnieje wiele algorytméw klasteryzacji m.in.: algorytm K-$rednich, algorytm Warda, algorytm rozmy-
tych C-$rodkéw. Pierwsza czes$¢ niniejszego opracowania jest poswiecona algorytmowi znanemu jako:
samoorganizujaca sie mapa Kohonend] (ang. SOM — Self Organizing Map). Og6lnej intuicji na temat dzia-
tania tego algorytmu dostarcza Rys.[Il Ilustruje on przebieg algorytmu SOM dla dwuwymiarowego
zbioru danych (utfozonego w formie pasa spiralnego), przedstawiajac stan algorytmu w kilku wybra-
nych krokach (iteracjach). Na wykresach kolorem niebieskim zaznaczono punkty danych a kolorem
czerwonym prototypy. Pogrubiony punkt niebieski widoczny na niektérych wykresach reprezentuje
przyklad uczacy wylosowany w biezacym kroku, za$ pogrubiony punkt czerwony reprezentuje naj-
blizszy mu prototyp — tzw. zwycigzce. Jak zostanie wyjadnione dalej, to wlasnie prototyp-zwyciezca
bedzie podlegat najwiekszej poprawce potozenia. Dodatkowo szare odcinki reprezentuja polaczenia
pomiedzy prototypami. Mozna rozumie¢ je jako powiazania powodujace, ze zmiana polozenia pew-
nego prototypu pociaga za soba takze zmiany (stabsze) prototypéw sasiednich. Im jasniejszy odcient
szaro$ci tym stabsze powiazanie. W p6zniejszych krokach algorytmu wszystkie powigzania stopniowo
wygasaja.

Warto dodac¢, ze oprécz powyzej nakreslonego sensu geometrycznego, mapa Kohonena moze by¢
przedstawiana i rozumiana jako pewnego rodzaju sie¢ neuronowa. W takiej sieci neurony odpowia-
daja 1:1 prototypom, a ich wagi wspétrzednym prototypéw. Dodatkowo, oprécz potaczen od sygnatéw
wejsciowych z1, ..., z, do neuronéw, sie¢ zostaje wyposazona w strukture potaczern pomiedzy samymi
neuronami. Te wladnie polaczenia odpowiadaja wspomnianym powiazaniom geometrycznym i de-
cyduja w trakcie uczenia o sile zmiany wag neuronéw sasiedzkich do neuronu-zwyciezcy. Sygnalem
wyjéciowym sieci neuronowej Kohonena jest zwykle indeks (numer) zwyciezkiego neuronu. A zatem
po zakoniczeniu uczenia nowoprzychodzace przyktady (wektory) podawane na wejécie sieci zostaja za-
mapowane na skoriczony zbiér indekséw {1,2,..., K}. Stad tez, mozemy moéwié, Ze nauczona sie¢
realizuje zadanie kwantowania wektorowego lub kompresji stra’meﬂ Schemat tego typu sieci przedsta-
wiono na Rys.

1Lub: samorganizujaca sig sie¢ Kohonena.
233 to jeszcze inne réwnowazne nazwy klasteryzacji.



Rysunek 1: Tlustracja pracy algorytmu SOM w wybranych krokach — zbiér punktéw ,spirala” (kolor
niebieski) jest przyblizany za pomoca K = 25 prototypow.

1,2,....K}

arg max

Rysunek 2: Schemat mapy Kohonena jako sieci neuronowej. Krzywe przerywane reprezentuja strukture
powiazan pomiedzy samymi neuronami.

1.2 Uwaga ogélna o metodach odleglosciowych

Praktycznie kazdy algorytm klasteryzacji jest metoda odlegtosciowa, tzn. wykorzystuje w trakcie pracy
pewna metryke do obliczenia odlegtosci pomiedzy punktami. Jezeli rzeczywiste dane wejSciowe nie
zostana wstepnie przetworzone, to zmienne o mniejszej rozpietosci lub wariancji moga by¢ nieprawi-
dtowo faworyzowane podczas obliczania odleglosci i wynik algorytmu moze by¢ daleki od oczeki-
wanego. W praktyce zaleca sie zatem ujednolicenie wptywu wszystkich zmiennych wejsciowych na
przyklad poprzez przeskalowanie zbioru danych do pewnego hiperszescianu lub tez poprzez ustanda-
rozowanie wszystkich wariancjﬂ

3Inna ewentualnocia jest tez uzywanie metryki Mahalanobisa, neutralizujacej za pomoca macierzy kowariancji wptywy po-
szczegdlnych zmiennych wejSciowych. Ta mozliwos¢ nie jest jednak zwykle uzywana w przypadku sieci Kohonena realizowanej
z wykorzystaniem iloczynu skalarnego.



1.3 Obliczenia i uczenie w sieci Kohonena

Uczenie nalezy rozpocza¢ od pewnego rozmieszczenia prototypéw w dziedzinie. Spotyka sie w tym
zakresie trzy podejscia:

1. rozmieszczenie losowe jednostajne,

2. rozmieszczenie losowe sposréd punktéw danych (prototypy pokrywaja sie z wylosowanymi punk-
tami danych),

3. rozmieszczenie regularne (grid).

Przyktady przedstawione w niniejszym opracowaniu ograniczaja sie do podejécia nr 3. Od tej pory
niech wektory c¢x = (cg1, k2, -, Ck,n) OzZnaczaja wspélrzedne okreslajace potozenie poszczegdlnych
prototypow, k =1,2,..., K.

Pomyslmy przez chwile o reprezentacji SOM jako sieci neuronowej takiej jak na Rys. 2l Wektory
c; potraktujmy zatem jako wspélczynniki wagowe. Wspdlnym elementem w wielu rodzajach sieci
neuronowych jest obliczanie wazonej sumy wejs¢ czyli iloczynu skalarnego:

(Ck,X) = k121 + Ch2Z2 + + ChnTn. 1)

Jak wiadomo iloczyn skalarny moze by¢ rozumiany jako stopiert podobierstwa dwdéch wektoréw o
ustalonych dtugosciach:
(ck, x) = ||cklll|x]|| cos £(ck, x). ()

Jak wspomniano wczeéniej, pierwszym zadaniem sieci SOM jest wytonienie neuronou bedacego tzw. zwy-
ciezcq (ang. winner). Chcielibyémy postuzy¢ sie do tego celu wiasnie iloczynem skalarnym. Niestety
okazuje sie, ze sam iloczyn skalarny nie wystarczy. Moéwiac $ciSlej maksimum iloczynu skalarnego
(ck, x) nie lezy w og6lnosci tym samym miejscu co minimum odleglosci ||ci, — x||. Potrzebna jest pewna
korekta, ktoéra przedstawia ponizsze wyprowadzenie:

arg min |cj, — x|| = argmin ¢ — x||* = argmin{c; — x, ¢}, — x)
k=1,..,K k=1,..,K k=1,...,K
= argmin((ck,ck> — 2(ck,x) + (x,x>) = argrni1r1(||(:k||2 —2(cp,x) + Hx||2)
k=1,...K k=1,...K
= argmax(?(cbx) — lexll? — ||x||2> = argmax(Q(ck,x> — Hck||2). ©))
k=1,..,K k=1,....K

Ostatnie przejécie wynika z faktu, ze norma (dlugos¢) podanego wektora wejsciowego x jest stata dla
wszystkich neuronéw i moze by¢ pominieta przy wyborze argumentu maksimum.

A zatem wylonienie zwyciezcy moze wykorzystywa¢ w pewien sposéb iloczyn skalarny, przy czym
nalezy go podwoic i odja¢ kwadrat normy wektora wag. Ostatecznie mozna przyja¢ wiec, ze funkcja
aktywacji neuronu 4, pracuje wg wzoru:

(%) = 2{ex, x) — [lex]|*. 4)
Dla wygody dalszej notacji oznaczmy indeks zwyciezcy jako w(x), tzn.:

w(x) = arg max fu(X). (5)
k=1,...,K
Wytoniwszy zwyciezce nalezy zmodyfikowac jego wagi (jego potozenie w dziedzinie). Mozna by to
zrobi¢ na przykiad wg wzoru:
Cuw(x) ‘= Cuw(x) + U(X - Cw(x))a (6)

gdzie stata 1 € (0, 1] oznacza wielko$¢ zmiany i moze by¢ interpretowana jako wspoétczynnik uczenia.
Innymi sfowy przesuwamy wektor c,,(x) 0 pewna dtugos¢ wzdtuz wektora x — c,,(x). W szczeg6lnosci
przy ustawieniu n = 1, neuron-zwyciezca w wyniku poprawki wskoczy doktadnie w miejsce przyktadu
uczacego X.

Jezeli modyfikacji w danej iteracji podlegalby tylko sam zwyciezca, to mamy do czynienia z tzw. wa-
riantem WTA (ang. Winner Takes All) algorytmu uczenia. W praktyce uzywa sie zwykle jednak wariantu



WTM (ang. Winner Takes Most). Oznacza to, Ze nie tylko sam zwyciezca, ale i jego neurony-sasiedzi (z
punktu widzenia struktury powiazan miedzyneuronowych) podlegaja modyfikacjom, tyle ze w stab-
szym stopniu. Mozna uzy¢ do tego celu nastepujacego wzoru:

cp = ck—|—n(x—ck)aGa(k,w(X)), k=1,...,K, (7)

gdzie o = [|x — cyx) ||/[|% — k||, zad funkcja G jest gaussowska funkcja bliskosci pomiedzy neuronami:

202

HCk — Cu(x H2
:exp<—202” . (8)

Parametr o steruje szerokoscia dzwonu gaussowskiego. Im wieksze o, tym wiekszy zasieg sasiedztwa.
Zasieg ten powinien by¢ wygaszany w trakcie pracy algorytmu. Popularnym podejsciem jest wyga-
szanie wykladnicze, poczynajac od pewnej zadanej warto$ci maksymalnej omax az do zadanej wartosci

— 2 - _ 2
Go (k,w(x)) :exp<—(ck1 Cu(x),1)” + -+ (Chn = Cu(x),n) )

minimalnej omin. I tak niech ¢t = 1,2,...,T oznacza licznik gtéwnej petli uczacej. Wéwczas wygaszanie
parametru o przebiega wg wzoru:
t—1
O T—1
0t = Omax ( mm> . )
Omax

Wartos¢ o jest uzywana do poprawek w iteracji o numerze ¢.

Jezeli chodzi o sam dobér przedzialu [omin, Omax], to niestety nalezy tu troche poeksperymentowac,
uwzgledniajac przede wszystkim rozpietos¢ dziedziny (np. po odrzuceniu odstajacych punktéw da-
nych). Rzecz w tym, ze zbyt duza wartoé¢ poczatkowa omax moze prowadzi¢ do niechcianego efektu
zbiegniecia sie wszystkich prototypéw w jeden punkt juz po kilku iteracjach. Z kolei zbyt szybkie osia-
gniecie szerokosci bliskich omin spowoduje, ze algorytm bedzie pracowat przez wiekszos¢ czasu de facto
wg wariantu WTA zamiast bardziej porzadanego WTM.

W przyktadach towarzyszacych temu opracowaniu om.x dobrano jako 0.25 rozpietosci poczatko-
wego grida neuronéw po odrzuceniu 5% punktéw odstajacych po kazdej ze stron, patrz tez Rys.[Il Z
kolei omin ustawiono na warto$é¢ 0.01o max.

Warto na marginesie wspomnie(, ze przedstawiona powyzej funkcja sasiedztwa miedzy neuronami
nie jest jedyna mozliwoscia. Funkcja gaussowska jest przykltadem sasiedztwa geometrycznego (eukli-
desowego). Inna spotykana mozliwoscia jest wykorzystanie sasiedztwa strukturalnego, np. sasiedztwa
w ramach grida prostokatnego. Rozwazmy dla przyktadu przypadek dwuwymiarowy. Jezeli neurony
w poczatkowym ustawieniu gridowym zostatyby ponumerowane za pomoca par indekséw (i, j) na za-
sadzie: ¢; 1 — lewy gbérny neuron, ¢, ; — jego prawy sasiad, itd., to funkcja sasiedztwa strukturalnego
mogtlaby by¢ np. okre$lona z wykorzystaniem metryki Manhattan w nastepujacy sposob:

o il
Go ((i1,71), (i2, j2)) = exp <|Zl izl & j2|)-

10
572 (10)
Innymi stowy sasiedztwo strukturalne ignoruje faktyczna odlegtoé¢ geometryczna pomiedzy aktual-
nym polozeniem neuronéw, patrzy za$ na ich odlegtos¢ w sensie réznicy numeracyjne;j.

Podsumowujac tresci przedstawione w tym punkcie, ostateczny algorytm uczenia on-line sieci Ko-
honena mozna sformutowaé w postaci ponizszego pseudokodu.

: Algorytm TRAINSOM(D; K, T, 1)
Ustal poczatkowe rozstawienie neuronéw: ci, k = 1,..., K, np. w formie grida.
Wykorzystujac informacje o wariancji zbioru danych ustal wartosci: omin, Omax-
Dlat:=1,...,T powtarzaj
Wrylosuj przyktad uczacy x; ze zbioru D.
Oblicz warto$ci wyjsciowe wszystkich neuronéw w sieci SOM:
e (x:) = 2{ck, x;) — |lekl?, k=1,...,K.

N gk e N

4Tzw. outlieréw.



Wolon neuron-zwyciezce:

5 w(xs) = argmax,_, g pn(x:):
10: Oblicz warto$¢ parametru sasiedztwa o; obowiazujaca dla aktualnej iteracji:
N\ T
11: Ot = Omax (gx) .
12: Oblicz poprawki dla wszystkich neuronéw:
13: Ay = n(x; — c)aGo, (k, w(x;)), k=1,...,K.
14: Aktualizuj potozenie wszystkich neuronéw:
15: c = ck + Ag, k=1,...,K.
16: Zwr6¢ konicowe potozenie neuronéw ci, k= 1,..., K.

1.4 Przyklady do éwiczern domowych

Nalezy wykona¢ eksperymenty dla czterech zbioréw danych na ptaszczyznie wygenerowanych z pewna
losowoscia wg ponizszych ksztattéw geometrycznych (wskazéwki na zajeciach):

1. okrag,

2. symbol karo (pas punktéw),
3. spirala (pas punktéw),

4. okrag plus kolo.

Wizualizacje dziatania algorytmu przedstawiono na rysunkach BH6l Wszystkie uruchomienia przepro-
wadzono z ustawieniami: liczba neuronéw K = 25 (uklad poczatkowy jako grid 5 x 5), liczba ite-
racji uczacych T' = 500, wspélczynnik uczenia = 0.5, maksykmalna szeroko$¢ sasiedztwa omax =
0.25 - poczatkowy rozstep grida, minimalna szerokos¢ sasiedztwa omin = 0.01 - omax-

t=0 t=10 t=20 t=30

Rysunek 3: Zbiér punktéw ,,okrag”, liczba przykladéw w zbiorze m = 200.



Rysunek 6: Zbiér punktéw ,,okrag plus koto”, liczba przykltadéw w zbiorze m = 500.



1.5 Problemy obserwowane w dzialaniu algorytmu SOM

Mozna zaobserwowac wystepowanie dwoéch niepozadanych zjawisk w wynikowej klasteryzacji dostar-
czanej przez algorytm SOM:

1. prototypy odleglte od punktéw danych (,,0samotnione”),
2. prototypy pokrywajace sie.

Pierwsze zjawisko dotyczy sytuacji, kiedy to poczatkowe potozenie pewnego prototypu (lub kilku
prototypéw) wzgledem przyblizanego ksztaltu / rozkladu punktéw uczacych jest na tyle odlegle, ze
prototyp ten ma mate szanse na bycie wylonionym jako zwyciezca w trakcie uczenia. Co prawda cza-
sami tego typu prototypy moga by¢ czesciowo przyciagniete do skupisk danych posrednio jako sasiadzi
innych przesuwanych prototypdéw, jednakze jezeli sila sasiedztwa gasnie dos¢ szybko, to nadal finalne
przesuniecie moze by¢ niewystarczajace. W konsekwencji w koficowym stanie zwracanym przez algo-
rytm mozna zaobserwowac istnienie ,, 0samotnionych” prototypéw, rozlokowanych dalego od skupisk
danych. Do rozwiazania tego problemu bywaja stosowane rézne techniki licznikowe — zliczanie zwy-
ciestw poszczegdlnych prototypéw. Powoduja one, ze zwyciezcy w dalszych iteracjach sa wybierani nie
tylko na podstawie bliskosci do przyktadu uczacego, ale tez na podstawie swojego licznika poprzednich
zwycieztw. Im mniejsza warto$¢ licznika, tym wieksze prawdopodobieristwo bycia wybranym.

Drugie zjawisko pojawia sie w sytuacji, kiedy zakres sasiedztwa w poczatkowej fazie algorytmu jest
zbyt duzy i niektére prototypy zbiegaja sie niemalze w ten sam punkt. Wynika to to najczesciej ze zlego
doboru przedziatu [omin, Omax], ale moze by¢ takze powodowane pewna szczegdlna natura rozkladu be-
dacego przedmiotem przyblizania. Takie zgrupowane prototypy zwykle ,podrézuja” odtad razem w
trakcie dalszej pracy algorytmu, nie mogac oderwa¢ sie od siebie. Najprostszym zalecanym krokiem
jest wéwczas post-processing przeprowadzany po wykonaniu algorytmu, polegajacy na usunieciu pro-
totypéw duplikujacych sie z innymi (tj. pozostawieniu po jednym z kazdej takiej grupy).

2 Aproksymacja za pomoca sieci RBF

2.1 Ogodlnaidea

W tym punkcie rozpatrujemy zadanie aproksymacji (podobnie jak to mialo miejsce w zadaniu doty-
czacym sieci neuronowej MLP) czyli zadanie uczenia z nadzorem. Oznacza to, ze w danych istnieje
pewna zmienna wyrézniona jako y, w przypadku zadania aproksymagji jest to zmienna rzeczywista,
ktoérej wartosci chcieliby$my umie¢ przewidywac za pomoca pozostatych zmiennych. Uécislajac, dany
jest zbior par uczacych: D = {(xs,4i)},_, ., gdziex; = (wi1,...,zin) € R, y; € R.

Sie¢ neuronowa RBF (ang. Radial Basis Function) to aproksymator o tzw. bazach radialnych lub inaczej
kotowych. Oznacza, to ze funkcja aktywacji neuronéw jest funkcja wykazujaca symetrie kotowa i ma
ona lokalny zakres dziatania. Dla odréznienia warto przypomnie¢, ze sieci typu MLP miaty neurony o
sigmoidalnej funkgji aktywacji, ktérej pobudzenie (wartosci bliskie 1) moze rozciaga¢ sie na dowolnie
duze fragmenty dziedziny. W sieci RBF neuron jest pobudzony tylko w otoczeniu pewnego punktu w
dziedzinie (ktérego potozenie wynika z parametréw neuronu) i wraz z oddalaniem sie od tego punktu
pobudzenie neuronu wygasa (zbiega do wartosci 0).

Podobnie jak wiele innych sieci neuronowych, sie¢ RBF mozna uczy¢ algorytmami gradientowymi
sposobem on-line (poprawki parametréw nastepuja po kazdym pokazanym przykladzie). Okazuje sie
jednak, ze istnieje wygodny w praktyce algorytm uczenia off-line dla sieci RBF wykorzystujacy jako
krok posredni klasteryzacje. Taka mozliwo$¢ wynika z lokalnosci dziatania neuronéw RBF. Stad tez
wlasnie samorganizujaca sie mapa Kohonena, jako przyklad algorytmu klasteryzacji, jest przydatnym
wstepem do omawiania uczenia sieci RBF.

2.2 Obliczenia i uczenie w sieci RBF

Schemat sieci RBF przedstawiono na Rys.[Zl W sieci wystepuje jedna warstwa neuronéw nieliniowych
oraz druga warstwa z jednym neuronem wykonujacym sume wazona wyj$¢ neuronéw z warstwy po-
przedniej.
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Rysunek 7: Schemat sieci RBF.
Odpowiedz sieci RBF mozna zapisa¢ wzorem:
K
yReE(X) = wo + Y wite (%), (11)
k=1
gdzie jako funkgje radialng przyjmuje sie zwykle funkcje Gaussa:
— 2., — 2
() = exp (_ (1 —cpa)® + . 2+ (Tn = Chon) ) _ (12)
Tk
W sieci RBF parametry ¢, = (c,1, Ck,2, - - -, Ck,n) NAZywane sa zwyczajowo centrami neuronéw (punkty

centralne dzwonéw gaussowskich), zas parametry o, stanowia szerokosci neuronéw (szeroko$¢ dzwonu
na wysokosci e ~/2). Myélac geometrycznie, zadaniem sieci RBF jest przyblizenie pewnej sprobkowanej
funkcji za pomoca liniowej kombinacji ksztattéw dzwonowych. Dla odréznienia, sie¢ MLP przyblizata
za pomoca liniowej kombinagji sigmoid.

Jak wspomniano w praktyce stosuje sie off-line’owy algorytm uczenia sieci RBF oparty o klastery-
zacje. Warto zaznaczyg¢, ze algorytm ten nalezy zaliczy¢ do grupy algorytméw heurystycznych, jako ze
po pierwsze zawiera on pewne elementy dobieralne przez uzytkownika, po drugie nie daje gwarancji
znalezienia rozwiazania optymalnegoﬁ. Mimo to, algorytm ten prowadzi do szybszego uczenia niz al-
gorytmy gradientowe on-line i ma naturalna geometryczna motywacje przemawiajaca za jego uzyciem.

Szkic postepowania mozna przedstawi¢ nastepujaco.

1. Zadaj liczbe K — liczbe neuronéw radialnych.

2. Wykonaj klasteryzacje (np. za pomoca algorytmu SOM Kohonena) zbioru: {Xi}izl _, (ignoru-

jac zmienna y) — uzyskujac w ten sposéb K prototypoéw jako centra dla przysztych neuronéw

radialnych: cy, ..., ck.

3. Dobierz szerokosci o1, . . ., 0k neuronéw, biorac pod uwage ich odlegtosci do najblizszych neuronéw-
sasiadow.

4. Majac juz ustalone parametry: K,ci,...,Cx,01,...,0k, znajdZ wagi wo, ..., wx na podstawie

kryterium najmniejszych kwadratéww (czyli rozwiazujac liniowy problem optymalizacji).

Elementy heurystyczne, ktérymi moga rézni¢ sie poszczegélne konkretne algorytmy, dziatajace wg
powyzszego schematu, to sposéb znajdowania parametréw cy, i oy.

5Dla uzupetnienia: algorytmy gradientowe tez nie sa w ogélnoéci optymalne.



W kroku trzecim dla kazdego z neuronéw znajdujemy odlegtos¢ do najblizszego z pozostatych neu-
ronéw, tj.:

dp = minJlex — el (13)
J#k
a nastepnie ustawiamy
O — ﬂdk, (14)

gdzie § € [1, 3] jest parametrem dobieranym eksperymentalnie, wptywajacym na to, jak bardzo neurony
nachodza na siebie.

Znajac juz centra i szerokosci neuronéw, czyli wszystkie parametry dla nieliniowej warstwy sieci,
mozna wyznaczy¢ teraz wagi wyo, . . ., wx rozwiazujac liniowy problem optymalizacji, tj. minimalizujac
sumaryczny btad kwadratowy (uczenie off-line)

1, 1 2
B = ; B (yRBF(Xi) - yz) : (15)
Z warunku koniecznego istnienia ekstremum
O3 E?
Vk=0,...,. K 22— =0, (16)
awk

otrzymujemy K + 1 réwnar liniowych z K + 1 niewiadomymi:

12 i
Don = 0< ;(yRBF(Xi) - yv) = 0;
a%Ez m
Vk=1,...,K Don :0<:>iz=;(yRBF(Xi) —yi)wk(xi) =0.
(17)
Zapisujemy powyzszy ukfad réwnan macierzowo:
1 1(x4) - Y (%) wo Yi
m 1 (x4) ¥i(x;) e YR (x) Y (%) wy m Y1 (%)
> . ) , : o= , . (18)
P : : " : : P :
V(%) Pr1(xa)Pr(xi) - Vi (xi) wi Ytk (%)
——
A w b
ijezeli tylko macierz A jest odwracalna, tj. jezeli det A # 0, to rozwiazaniem jest
w=A"'b. (19)

Tym sposobem wszystkie parametry sieci RBF o postaci ({1 zostaty znalezione.

2.3 Alternatywne przedstawienie rozwiazania

Powszechnie stosuje sie nieco inny ale réwnowazny sposéb przedstawienia macierzy A i b z poprzed-
niego punktu. Utwérzmy nastepujaca macierz o wymiarach (K + 1) x m:

1 1 1
Yi(x1)  Pi(x2) oo Yi(xm)
G=| Yox1) talx2) - Ya(xm) || (20)

wkixl) TPK-GQ) wx('xm)

Jest to tzw. macierz baz — macierz wartosci funkcji bazowych v, dla poszczegdlnych punktéw danych.
Numery baz zmieniaja sie wierszami, zas numery przykltadéw kolumnami. Nalezy wyjasni¢, ze pierw-
szy wiersz wypelniony jest jedynkami w zwiazku z istnieniem wyrazu wolnego wy, patrz schemat sieci



na Rys. [ oraz wzor (I1). Méwiac inaczej, mozna umownie potraktowaé jedynki z pierwszego wiersza
jako wartosci nieistniejacej bazy 1.
Latwo sprawdzi¢, ze macierze z poprzedniego punktu daja sie przedstawic¢ jako:

A =GGT, (21)
b=GY, (22)
gdzie Y = (y1,92,...,ym) 0zZnacza kolumne wartosci zmiennej y wzieta ze zbioru uczacego. Jak wi-

da¢ sumowanie obecne w poprzedniej reprezentacji macierzy A jest teraz realizowane poprzez iloczyn
macierzy G oraz jej wersji transponowanej G7.
Stad tez poszukiwane rozwiazanie — wektor wspétczynnikéw wagowych dla warstwy liniowej —
mozna przedstawic jako:
w=(GGT)"'GY. (23)

2.4 Przyklady do éwiczenn domowych

W ramach zadania domowego nalezy przeprowadzi¢ aproksymacje funkcji dwéch zmiennych
f(z1,22) = cos(z122) cos(2x7) (24)

na podstawie zbioru zaczerpnietych z niej probek (przyktadéw). Rozpatrywana dziedzine tej funkcji
ograniczymy do kwadratu [0, 7] x [0, 7], przy czym eksperymenty przeprowadzone zostana na trzech
réznych rozktadach punktéw x; w ramach tego kwadratu (wskazéwki na zajeciach):

1. rozklad jednostajny nad calym kwadratem [0, 7] x [0, 7],
2. rozklad nad pasem spiralnym wpisanym w kwadprat [0, 7] x [0, 7],
3. rozklad nad szachownica wpisana w kwadrat [0, 7] x [0, 7].

We wszystkich trzech przypadkach nalezy wygenerowaé zbioru o rozmiarze m = 500.

Przyktadowe oczekiwane rozwiazania przedstawiono na rysunkach: [§ 1] W gérnym wierszu
kazdego z rysunkéw wykreslono dla przypomnienia przyblizana funkcje oraz zaczerpniety z niej zbiér
danych (w rzucie na dziedzine oraz w trzech wymiarach). W dolnym wierszu przedstawiono uzyskane
modele RBF (przyblizenia) dla r6znie dobranych wartoéci parametru 5 (stopiet nachodzenia na siebie
neuronéw). Wykresy powierzchniowe modeli sa celowo ograniczone do przeciwdziedziny [—1, 1] dla
ujednolicenia widoku z funkcja przyblizana. Stad tez mozliwe jest zaobserowanie w niektérych miej-
scach obcie¢ powierzchni modeli, gdy te wychodza poza przedziat [—1, 1] (jest to tylko efekt wizualny,
powierzchnie modeli sa ciagle). Dodatkowo dla informacji nad modelami podano wartosci $redniego
btedu bezwzglednego MAE (ang. Mean Absolute Error) pomiedzy funkcja przyblizana a przyblizeniem.
Wartosci te obliczono catkujac numerycznie wg wzoru:

1 T T
MAE = 1 / / |F (1, 22) — yre (21, 22) |y dea. (25)
0 0
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Rysunek 9: Dane dla rozktadu ,spirala” i modele RBF dla r6znych wartosci parametru (.
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Rysunek 10: Dane dla rozktadu ,,szachownica” i modele RBF dla ré6znych wartosci parametru S.

Dla zobrazowania sposobu rozkfadania sie neuronéw radialnych w dziedzinie i ich wplywu na wy-
nikowa powierzchnie modelu sporzadzono dodatkowo Rys. 1l (poza celem zadania domowego). Do-
tyczy on przypadku, w ktérym punktu danych byty roztozone w formie pasa spiralnego. Model RBF
przedstawiony na tym rysunku ma nadmiernie mata warto$¢ parametru 5 = 0.35 — co prowadzi do sy-
tuacji, Ze neurony maja bardzo waski zakres dziatania (wystajace goérki i doliny), a poza ich potoZzeniem
model ma powierzchnie zblizona do funkgji stalej. Prawa strona Rys. [l przedstawia warstwicowy wy-
kres tego modelu pozwalajacy zaobserwowa¢ spiralne rozlozenie neuronéw, jako wynik klasteryzacji
przykladéw w dziedzinie.

model RBF dla 8 = 0.35
MAE: 0.289

Rysunek 11: Model RBF (wraz z wykresem warstwicowym) dla malej wartosci 5 = 0.35 nad rozkladem
,spirala”.
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