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AHP (Thomas L. Saaty, lata 70-te)

Literatura — ogdlnie o metodzie:

Q Analytical Planning/the Logic of Priorities (Analytic Hierarchy Process),
T. L. Saaty, K. P. Kearns, 1991.

The Hierarchon: A Dictionary of Hierarchies, T. L. Saaty, 1992.

Decision Making For Leaders, T. L. Saaty, 1999.

Fundamentals of Decision Making and Priority Theory With the Analytic
Hierarchy Process, T. L. Saaty, 2000.

Theory and Applications of the Analytic Network Process: Decision Making
with Benefits, Opportunities, Costs, and Risks, T. L. Saaty, 2005.

Q Analityczny hierarchiczny proces decyzyjny, M. Kwiesielewicz, seria: Badania
Systemowe tom 29, Warszawa, 2002.

© 6060

Literatura — zastosowania:

Q The Analytic Hierarchy Process in Natural Resource and Environmental
Decision Making, L. Schmoldt i in., 2001.

© Analytic Hierarchy Process (AHP) in Software Development (MobiPocket),
B. K. Jayaswal i in., 2007.

e Optimal selection of location for Taiwanese hospitals to ensure a competitive
advantage by using the analytic hierarchy process and sensitivity analysis,
C.-R. Wu, C.-T. Lin, H.-C. Chen, 2007.

o ..
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AHP

Do czego stuzy?

@ technika modelowania skomplikowanych probleméw
decyzyjnych i podejmowania decyzji,

@ pozwala wybiera¢ decyzje, ktére spetniajg preferencje
zaintersowanego,

@ jest metoda ekspertowg — powstaty model odzwierciedla
rozumienie problemu/zjawiska przez eksperta (a
niekoniecznie: prawdziwe dziatanie zjawiska),
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AHP

Jak to dziata? Proces. ..

ekspert poprzez dekompozycje buduje model danego problemu w
postaci struktury drzewa? tzw. hierarchia,

ekspert podaje relacje waznosci elementéw hierarchii poprzez
poréwnania parami (ang. pair-wise comparisons), co prowadzi do
tzw. macierzy ocen,

na podstawie macierzy ocen wylicza sie tzw. priorytety
reprezentujace rozktad waznosci danego elementu hierarchii na
elementy-dzieci,

podjecie decyzji — wybor sposréd kilku mozliwosci (liscie drzewa),
polega na przeprowadzeniu obliczen w gére drzewa — prosta
arytmetyka wagowa,

oceny mozliwych decyzji pozwalaja dodatkowo uszeregowac je w
ranking.

?Lub grafu bliskiego drzewu.
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Przyktad problemu: ,wybér samochodu dla rodziny Jones'ow”

3

CRITERIA

ALTERNATIVES SUBCRITERIA
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‘ Choose the best car for the Jones family ]

N

‘ Cost ‘ ‘ Safety | ‘ Style ‘ ‘ Capacity ]
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Price Costs Costs Value Capacity Capacity
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Rysunek: Hierarchia problemu i mozliwe wybory. (zrédto: Wikipedia)




Przyktad problemu: ,,poziom wody na tamie” (zrédto: Wikipedia)

. Atwhat level should the dam be kept:
Focus: ‘ Fuil or Half-Full? ‘
P PP Environmental Social
Decision Criteria: ‘ Financial ‘ ‘ Poitical ‘ Protection ‘ Protection ‘

e
L-"'

<>
*vﬁ"

i
“r""‘

Decision Makers:

Potential Environmental Archaeological Current Financial

Factors: Clout LegallBs ey Financial Loss Irreversibility Problems Resources

Groups Affected: Farmers Recreationists Power Users Environmentalists

I ) Protect the
Objectives: Irrigation Flood Control ‘ ‘ Flat Dam ‘ ‘ White Dam Cheap Power Eriemrn
Alternatives: Full Dam Half-Full Dam
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Przyktad problemu: ,kierownik dla projektu”

CEL
I I 7 I ]
KRYTERIA | poswiadezenie Wiedza Snlcietnciel Rumeinde Dosiat
migkkic biznesowe dla proje
Doswiadczenie Wiedza H ity Znajomosé
PODKRYTERIA S here-oRe gy oczekiwati Klienta
L Zoregdzanie Wiedza i | zarzdzonie
projektami modulowa SAP Kreatywnast kosztamifzyskiem
Poziom || Zarzadzanic
wyksztaleenia konfliktem
|| Podejmowanie
decyzii
Integralnos¢
L Praywédztwe

WARIANTY o] © kel ﬁ
[potencialni kierownicv) ﬂ Jan Nowak n Marck Gawron n Janusz Holdyiiski Anna C

Rysunek: Zrédto: Akademia Wiedzy BCC, www.bcc.com.pl/akademia
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Popularne problemy z indywidualnymi

preferencjami eksperta

wybér uczelni — gdzie na studia?,
wybdr oferty pracy,

wybory polityczne,

zakup domu, samochodu,

automatyczne zakupy internetowe (Allegro, Amazon, itp.),

rozdziat zasobéw w firmie, rozdziat priorytetéw w
organizacji, itp. (ang. resource allocation),
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Pojecia, oznaczenia

1 .
cel — kryterium gtéwne

X2 X3 X4
Xs| [Xe| | X7 Xg | | Xo Xwo| [Xu1
Dhoa s ym}

zbiér wyboréw/decyzji

¢k zbiér indekséw dzieci elementu o indeksie k (ang. comparison group).
Np. C = {5,6,7}, Cg =+ =10C1= {}

ri zbiér indekséw rodzicéw elementu o indeksie k (ang. covering criteria).
Np. r3 = {1}, o = {3,4}, n = {}.

L zbiér indekséw lisci catego drzewa.
Tu: L={5,6,...,11}.
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Poréwnania parami — macierze ocen

W ramach kazdej grupy poréwnywalnej (comparison group), tj. dla
kazdego elementu X, posiadajacego elementy-dzieci, ekspert musi
okresli¢ macierz ocen:

A = {ak(i))}, (1)

gdzie ay(i,j) méwi, na ile wazny (preferowany, dominujacy) jest
element X; w stosunku do elementu X; ze wzgledu na ich wptyw na
element Xj.

o

Dla wygody przyjmijmy, ze k wskazuje globalny indeks w catej hierarchii, natomiast
i,j sa lokalnymi indeksami dzieci elementu Xj:

1<i7j<#6k7 (2)

i odpowiednio mapuja sie na globalne indeksy.
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Poréwnania parami — macierze ocen

Skala rang proponowana przez Saaty'ego

1 réwna waznosc,

3 umiarkowana dominacja i nad j,
5 silna dominacja i nad j,
7 bardzo silna dominacja i nad j,
9 ekstremalna dominacja i nad j,
o
@ Oceny (odczucia, sady) posrednie mozna przedstawiaé liczbami {2, 4,6, 8}.
@ Przewage j nad i wyrazamy odwrotnosciami.
@ Ostatecznie wg Saaty'ego, w trakcie procesu oceniania parami do dyspozycji
jest zbiér?:
11 1
s, =,1,2,3,...,9). 3
{9 8 2 } 3)
9Ten zbiér nie zawsze pozwala na tzw. spéjnosé ocen (przechodnios¢). O tym
pdzniej.
. o
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Przyktad

Przyktadowa macierz ocen dla elementu Xj:

Xo Xz Xa
¥ 1 3 7
3 3 3
Xy i 3 1
7 7
Uwaga: 3,% ¢ {5,5,---,9)- |
Czytanie w wierszach:
X
2 -3 = X2 = 3X3,
Xa 2 3
X2
27 = Xo = TXg,
Xa 2 4
Xs 1 1
==z PEN X3 = =Xz,
X, 3 37372
3X3 =7Xy =4 X3 ==Xy
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Macierz ocen

Spojnosé (ang. consistency)
Méwimy, ze macierz ocen A jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy:
a( ) 1

b
W konsekwencji spéjnosci:

@ macierz jest odwrotnosciowo-symetryczna wzgledem gtéwnej przekatnej:

o 1
a(i,j) = G

@ dla dowolnie dtugich ciagéw mnozen zachodzi:

a(i,j)aG, Na(l, m)---a(x, y)a(y,z) = a(i, 2).
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Niesp6jne macierze ocen

Hmm, | think reliability is the most
important followed by style and fuel
economy is least importeant so I will
make the following judgements ...

HERE’S ANOTHER WAY

USING JUDGMENTS TO
DETERMINE THE RANKING
OF THE CRITERIA

1. RELIABILITY IS 2 TIMES AS IMPORTANT AS STYLE
2. STYLE IS 3 TIMES AS IMPORTANT AS FUEL ECONOMY
3. RELIABILITY IS 4 TIMES AS IMPORTANT AS FUEL ECONOMY

he’s not very consistent here ... that’s o.k.

Zrédto: R. Haas, O. Mexiner, An illustrated Guide to the AHP, http://www.boku.ac/at/mi/.

Metody doprowadzania do spéjnosci

@ metoda najwiekszej wartosci wtasnej,
@ metoda najmniejszych kwadratéw,

@ metoda najmniejszych logarytmicznych kwadratéw, inne. ..
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Poréwnania parami

RyS une k I Zrédto: Wikipedia.

@ Dla macierzy o rozmiarze n potrzeba n(n — 1) ocen.
@ Dla catej hierarchii potrzeba: Y7, #ck(#ck — 1). J
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Jezeli macierz A, jest spdjna, to wektor rozktadu priorytetéw py
wyznaczamy sumujac wiersze Ay i normalizujac do jednosci:

#Ck

Px(i) ZAk’J 1< i< #ex,

(i) ,
pi(i) == Z:Ci ) 1<i < #ex.
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Xo X3 Xa Z
o 1 3 7 11 0.677
L= X % 1 % — % — p1= 0.226
Xa 1 3 11
3 1 = 0.097
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Macierz ocen daje sie przedstawi¢ za pomoca priorytetéw:
p(1)  pe(1) .. pe(1)
1 2
ot
A = px(1)  pP(2) px(n) (6)
pi(n)  puln) piln)
pk(1)  pk(2) pi(n)
gdzie n = #c.
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Hierarchia z priorytetami

1
cel — kryterium gtéwne

0.68 0.23 0.09
X5 X3 Xa
0.25 0.6 .15 0.5 0.5 A4 0.1 .5
X5 X6 X7 X8 X9 XlO Xll
')/17 27"'7ym}
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Oceny i hierarchia Joneséw

Criteria More Intensity
A B Important
Cost Safat A 3
Cost Style A 7
Cost Capacit A 3
Safet Style A 9
Safety |Capacit A 1
Style Capacit B 7

Choose the best car for the Jones family

GOAL

1.00
<
4
w Cost Safety Style Capacity
g 504 237 042 217
= %\
4
i Purchase Fuel Maintenance Resale Cargo Passenger
z Price Costs Costs Value Capacity Capacity
8 ) 4
=)
?
o
w
>
5
E 6 Cars. 6 Cars 6 Cars 6 Cars 6 Cars 6 Cars 6 Cars. 6 Cars.
=
b
<

Rysunek: zrsdto: wikipedia.
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Priorytety lokalne i globalne

1
cel — kryterium gtéwne

0.68 23 0.09
0.68 0.23 0.09
X5 X3 Xa
1 4 .102 11 .151 R .04
83 8 NP oY oL TR N\eges
X5 X6 X7 X8 X9 XlO Xll
D dsym)
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Priorytety globalne — wagi

Niech wy (i) oznacza wage dla elementu /i liczong wzgledem elementu k
traktowanego jako korzen (indeksy globalne).

1, i =k;
Z px(j)w;(i), w przeciwnym razie.
J€Eck

Wage globalng dowolnego i-tego elementu znajdujemy wywotujac: Wl(i).J
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Obliczanie decyzji

0 Nalezy ,zasili¢” liscie drzewa poprzez macierze ocen wartosciujagce poszczegélne
decyzje {y1,¥2,...,¥m} w ramach kazdego liscia | € L:

y1i y2 Ym
Y1 al(lzl) 31(172) a/(lvm)
AI — Y2 21(2,1) 31(2,2) a,(2,m)
Ym al(mvl) a/(m» 2) a/(m’ m)

g Jezeli macierze A; sa niespdjne, nalezy doprowadzi¢ je do spéjnosci.

0 Dla kazdego liscia obliczy¢ rozktad priorytetéw na poszczegdlne decyzje:
pr = (pi(y1) pi(y2) -+ pi(ym)).

© Dla kazdej decyzji y € {y1,2,...,ym} przeprowadzi¢ arytmetyke wag w gére
drzewa, co odpowiada obliczeniu rekurencji wi(y), jezeli potraktowa¢ decyzje
jako nowe liscie — dostajemy w ten sposéb ranking wartosciujacy decyzje.

e Jako najlepsza decyzje wybieramy

y* = argmaxwi(y).
y
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Obliczanie decyzji

1 .
cel — kryterium gtéwne

0.68 0.23 0.09
Xs X3 X
025, 0.6 15 0.5/A/n4\0.5
Xs| | Xe| | X7 Xg| | Xo Xwo| | Xu
A il il Jnl l"l J"l il
[ [ [ [ il [ [
! | ! 1 ! I ! 1 ! I ! 1 ! I
0.670.330.830.17 0.1 0.9 0.880.12 0.5 0.5 0.330.67 0.25 0.75
iy viya yiya Yi Y2 Y1 )2 iy iy

w1 (y1) = 0.6359,
W]_(_yg) = 03191,
y* =1
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Drugi sposéb przedstawienia obliczen decyzji

0 Obliczy¢ jednokrotnie i zapamietaé wagi lisci hierarchii:
w(l):=wi(l), €L

9 Wynikowy ranking decyzji otrzymujemy mnozac:

( w(h) w(k) - w(lg) ) .
1 y2 o Ym
Xy pn(y1)  pPn(y2) - pp(ym)
Xi, pr(y1)  pPL(2) o prlym) ’
X . PI#L.(YI) p/#L.(yz) » p/#kam)

gdzie w macierzy wierszami pisane sa rozktady priorytetéw dla lisci.
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Drugi sposéb przedstawienia obliczen decyzji

@ Wartos¢ kryterium gtéwnego Xj dla pewnej decyzji y jest
kombinacja liniowa (suma wazong) priorytetéw lisci dla tego y:

wi(y) =Y _ w(h)pi(y)- (8)

leL

@ Na priorytety p;(y) w lisciach, mozna patrze¢ jak na atrybuty
decyzji/obiektu y (zmienne wejsciowe). Przy czym sa one brane
wzgledem pozostatych decyzji — nie s3 state dla danej
decyzji/obiektu, tj. zmieniaja sie, gdy zestawi¢ dane y z innymi
decyzjami/obiektami.

@ Cata hierarchia nie jest juz potrzebna, liScie — czynniki
najbardziej podstawowe — definiujg problem.

@ Czesto jest tak, ze rozktad priorytetéw w lisciach (na decyzje) daje
sie precyzyjnie okresla¢ liczbowo bez udziatu eksperta.
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Naprawianie sp6jnosci macierzy ocen

@ metoda maksymalnej wartosci wtasnej,

© metoda najmniejszych logarytmicznych
kwadratéw.
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Metoda maksymalnej wartosci wtasne;j

@ dla spéjnych macierzy A zachodzi wtasnosé¢:
Ap = np, (9)

(gdzie n jest réwne rozmiarowi A), jako ze

Li) L;) p(1)
b o)
A— p(.l) P.2) P("") (10)
p(n)  p(n) p(n)
P p2) p(n)

@ w powyzszym przypadku dla réwnania charakterystycznego det(A — nl) =0,
wszystkie wartosci wtasne z wyjatkiem jednej s3 zerami.
@ dla niespéjnych macierzy A, Saaty proponuje naprawié sp6jnosé w oparciu o
réwnanie:
Ap = Amaxp, (11)

znajdujac wektor p odpowiadajacy Amax tj. maksymalnej wartosci wtasnej, a
nastepnie normalizujac go arytmetycznie (do sumy réwnej jednosci).

@ Znajac p, wyznaczamy nowa macierz ocen A’ korzystajac z reprezentacji (10).
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Metoda maksymalnej wartosci wtasnej — przyktad

@ Niespdjna macierzy ocen:

NI
=W
~

=

@ Roéwnanie charakterystyczne:

1—-A 3
det( 1 1_>\>:07

2
3 3
)\172:1i\/57 )\max:1+'\/§~

@ Wektor wtasny odpowiadajacy Amax:

(V) )= (0)- ()= ()

:>< Zgg > ::< 8;;8; ) (po normalizacji).

o
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Metoda maksymalnej wartosci wtasne;j

Ogédlnie dla macierzy 2 x 2

@ Niespdjna macierzy ocen:

@ Rozwiazanie:

)\max =5 \/m, (12)
P(1) o -
( p(2) ) = < \/gi;w ) (po normalizacji). (13)

P()  p(1) 1 \/E
A= PO P | = _ v, 14
(3 3) (¢ 1) oo

Uwaga: ocena a(1,2) powstata jako $rednia geometryczna ocen: 3 i % J
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Metoda maksymalnej wartosci wtasne;j

Drugi sposéb obliczania

© Wykona¢ A:= A%, Np. dla n = 3:

a(2,1)a(1,1) + a(2, 2)a(2, 1) + a(2, 3)a(3, 1)

a2 < a(1,1)% + a(1,2)a(2, 1) + a(1, 3)a(3, 1)
a(3,1)a(1,1) + a(3,2)a(2,1) + a(3, 3)a(3, 1)

a(1,1)a(1, 2) + a(1, 2)a(2, 2) + a(1, 3)a(3, 2)
a(2,1)a(1,1) + a(2,2)a(2,1) + a(2, 3)a(3, 1)
a(3,1)a(1, 2) + a(3, 2)a(2, 2) + a(3, 3)a(3, 2)

a(1,1)a(1, 3) + a(1, 2)a(2, 3) + a(1, 3)a(3, 3)
a(2,1)a(1, 3) + a(2, 2)a(2, 3) + a(2, 3)a(3, 3) )
a(3,1)a(1, 3) + a(3, 2)a(2, 3) + a(3, 3)°

Q Wyznaczy¢ wektor priorytetéw poprzez zsumowanie otrzymane;j
macierzy wierszami i normalizacje.

© Jezeli nowy wektor priorytetéw rézni sie od poprzedniego (co do
wszystkich wartosci) o nie wiecej niz €, to przerwa¢ procedure. W
przeciwnym razie kontynuowa¢ od kroku 1.
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Krytyka metody maks. wartosci wtasne;

@ Indeks zgodnosci (ang. consistency index):

Amax — N1

p— (15)

Saaty stwierdza, ze jezeli jest to liczba mniejsza niz 10%, to mozna
by¢ zadowolonym z ocen ekspertéw.

@ Murphy (1993) podaje przyktady macierzy, ktére nigdy nie osiagna
zadowalajacego indeksu spdjnosci, przy skali ocen Saaty'ego:
{%7 -, 9}

@ Transponowanie macierzy ocen (i zastosowanie metody) moze

prowadzi¢ do innego porzadku priorytetéw (Barzilai i in., 1987).

@ Dodanie nowego czynnika (elementu hierarchii) moze prowadzi¢ do
utraty poprzedniego porzadku priorytetéw (ang. rank reversal).
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Metoda logarytmicznych najmniejszych kwadratéw

Polega na znalezieniu takiej macierzy ilorazowej {p(i)/p(j)}.
ktéra bedzie najblizsza do niesp6jnej macierzy A w sensie
minimalizacji wyrazenia:

> (In a(i,j) —In Z(—(g)2. (16)

1<ij<n
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Metoda logarytmicznych najmniejszych kwadratéw

> (Ina( J)—1In M>2

1< Ten p(j)

Podstawienia: In a(i,j) = bjj, In p(i) = ¢;. Minimalizujemy ze wzgledu na ¢; sume:

> (bi—citg)

1<ij<sn
Vk=1,...,n w =0
Ock
—= =2 Z — ¢ + C:,)([k = I] . (—1) + [k :J] . 1) [-] jest f. wskaznikowa
1<ij<n
=2 > (~by+a—c)+2 > (bu—ci+c)
1<j<n 1<i<n
=2 Z (b,k bk, +4I1Ck74 Z C.
1<ign 1<i<n

Wygodne jest teraz przyjecie > ; ¢; = 0, co odpowiada InJ]; p(i) = 0, czyli
IT; (1) = 1.
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Metoda logarytmicznych najmniejszych kwadratéw

2 > (b — bii) +4nc, =0,

1<i<n
! > (bu — bxi)
Cp = —— ik — Pki)»
2n1<i<n
1
Inp(k) = —— Ina(i, k) —Ina(k,i)),
p(k) 2"1<2n( (i, k) = Ina(k, 1)

p(k) = ( 11 Ekk;) . (17)

1
W literaturze mozna spotkaé (btedne wg mnie) rozwigzanie: p(k) = (ngign a(k, l)) " — daje gorsze

wyniki optymalizowanego kryterium.
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Rank reversal — problem zmiany rankingu decyzji

Problem

Czy dodanie do zbioru decyzji dodatkowej decyzji yp,11 powinno
stwarza¢ mozliwos¢ zmiany pierwotnego rankingu policzonego dla
{y1,-..,¥m} wg gtéwnego kryterium?

Przyktad: wybory 2000 r. w USA: (Gore, Bush), (Bush, Gore, Nadar).
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Rank reversal — problem zmiany rankingu decyzji

@ Belton i Gear (1983) pokazali, ze w oryginalnym AHP ranking
decyzji moze by¢ niestabilny. Dodanie nowej decyzji identycznej lub
podobnej do jednej z poprzednich moze zmieni¢ pierwotny
porzadek.

® Rozwigzanie — multiplikatywne AHP (Barzilay, Golany):

@ Zadna normalizacja nie jest odporna na problem rank
reversal,

© agregacja poprzez $rednie geometryczne bezposrednio na
macierzach ocen (bez wektoréw priorytetéw),

© ,zto" w oryginalnym AHP — macierz ocen w formie
multiplikatywnej a do tego rachunki addytywne.

@ W oprogramowaniu do AHP méwi sie o dwéch trybach: IDEAL (nie
dopuszcza zmiany rankingu), DISTRIBUTIVE (dopuszcza).
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Multiplikatywne AHP

1
cel — kryterium gtéwne

)(2)/

A3(6

X2
A2(4 X2(3) e
Xa| [ Xs| | X6

AT = (A AO) A

:A22(4)A1(2) % A;\z(5)>\1(2)
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A1(2)

A1(3)

> <A23(6) > A¢3(7))

% A22(6)>\1(2)+>\3(6)/\1(3) ~ A¢3(7)>\1(3).

)\3(7)

X

A1(3)
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