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7 Teoria liczb

Definicja 37. Liczbe naturalng p nazywamy pierwsza, jezeli posiada dokladne dwa dzielniki naturalne:
1 oraz p. Zbiér wszystkich liczb pierwszych oznaczany jest symbolem P (P = {2,3,5,7,11,...}).

Definicja 38. Liczbe naturalng n > 1 nazywamy zlozona, jezeli posiada wiecej niz 2 dzielniki naturalne.

Definicja 39. Mowimy, ze liczba catkowita m dzieli liczbe catkowita a, jezeli istnieje taka liczba catkowita
n, ze m-n = a. Jezeli m # 0, liczbe ta nazywamy dzielnikiem lub wielokrotnoscia a.

Twierdzenie 110. (Podstawowe wlasnosci podzielnosci) Niech a,m,n € Z oraz m # 0. Wowczas:

1. Jezeli m|a i alb, to m|b (przechodnioc)

2. ala

3. Jezeli m|bib € Z, to m|ab

4. Jezeli a|b oraz b # 0, to |a| < |b|

5. Jezeli albibla tob=alub b= —a.

6. Jezeli m|aim|bto mla+b

7. Jezeli p € P dzieli iloczyn ab, to pla V p|b

8. Jezeli p € P dzieli iloczyn aq - ... - an, to p dzieli przynajmniej jedna z liczb aq,...a,

Twierdzenie 111. (O dzieleniu z reszta) Niech a,b € Z oraz b # 0. Istnieja wowczas liczby catkowite ¢, r
takie ze:

a=bg+r,0<r<|b
Przy tym b dzieli a wtedy i tylko wtedy gdy r = 0.

Definicja 40. Najwiekszym wspo6lnym dzielnikiem (NWD) liczb catkowitych a i b nazywamy na-
jwieksza liczbe naturalna d, taka ze d|a i d|b. Uzywamy oznaczenia d = NW D(a,b) lub krétko d = (a, b).

Twierdzenie 112. (Podstawowe wlasnosci NWD) Niech a,b € Z, a # 0V b # 0. Wowczas:

1. NWD(a,b) =a < bla

2. NWD(a,a+1)=1

NW D(a,0) = |a| (a # 0)

Jezeli m = ng +r, to NWD(m,n) = NWD(n,r) (algorytm Euklidesa)
Jezeli NW D(an,bn) = dn, to NWD(a,b) =d
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Jezeli d = NW D(a,b) to istnieja «, § takie, ze aa + b =d (NWD(a,b) jest kombinacja liniowa a
ib).



Definicja 41. Liczby calkowite a i b nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli NW D(a,b) = 1.

Twierdzenie 113. (Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki) Kazda liczba naturalna n > 1 da si¢ przedstawic
jednoznacznie (z dokladnoscia co do kolejnosci czynnikéw) w postaci:

n=pip2...-Pk
gdzie k > 1, a p1,...,pr sa liczbami pierwszymi.
Whiosek Kazda liczba naturalna n > 1 da sie przedstawi¢ jednoznacznie (z doktadnoscia co do kolejnosci
czynnikow) w postaci iloczynu n = p{* ... pp*, gdzie k > 1, a p1,...,pr sa roznymi liczbami pierwszymi

(tzw. rozklad kanoniczy).

Definicja 42. Niech n € N. Funkcja Eulera ¢(n) okresla, ile jest liczb naturalnych nie wiekszych od n i
wzglednie pierwszych z n:

p(n)={aeN:a<nANWD(a,n)=1}

Przymuje sie, ze p(1) = 1.

Twierdzenie 114. (Wtasnosci funkeji Eulera) Niech p, ¢ € P Woéwczas:

L oo(p*) =p* p-1)

2. o(p)=p—1
3. 0p-g)=(p-1)-(¢g—1)
Dodatkowo, jezeli p1,pa, ..., pr sa parami wzglednie pierwsze, to funkcja jest multiplikatywna:

oP1-p2- - k) = (1) - p(p2) - - - - (pn)

Definicja 43. Méwimy, ze liczby catkowite a oraz b przystaja (inaczej: sa kongruentne) modulo liczba n,
jezeli nja — b (jezeli daja ta sama reszte z dzielenia przez n. Zapisujemy to krotko:

a=b (modn)luba=b<n>

Twierdzenie 115. (Wtasnosci kongruencji) Niech a,b,c € Z, k,n € N. Wowczas:

1. (a=b (mod n) ANb=c¢ (mod n)) = a=c (mod n)

2. (a=b (modn)Ac=d (mod n)) =atc=bxd (modn)

3. (a=b (mod n) Ac=d (mod n)) = ac = bd (mod n)

4. (a+b=c (modn)) < a=c—>b (modn)

5. atkn=a (modn)

6. a=b (mod n) = a* =b* (mod n)

7. a=b (mod n) = ak = bk (mod nk)

8 (a=b (modn) Aa=adANb=bdAn=nid) = a; =b; (modn)

9. (a=b (modni)Aa=b (mod na)A...Aa=b (mod ng)) = a =b (mod n), gdzie n = niny...ny

Definicja 44. Rozwazmy zbior reszt z dzielenia przez n i oznaczmy go jako Z,, = {0,...,n — 1}. Niech
a € Z,,. Elementem przeciwnym do a nazywamy —a € Z,, taki ze a+(—a) =0 (mod n). Definiujemy
réwniez element odwrotny do a (o ile istnieje), oznaczany jako a~!, taki ze a-a~! =1 (mod n).



Algorytm rozwiazywania kongruencji w postaci ax = b (mod n)

1. Obliczy¢ d = NW D(a,n)
2. Jezeli:

(a) d =1 to réownanie ma dokladnie jedno rozwigzanie. Mozna je wyznaczy¢ mnozac kongruencje

przez a t.

(b) d > 1A ~ d|b to réwnanie nie ma rozwiazan.

(¢) d > 1 AdJb to rownanie ma dokladnie d rozwigzan rozwigzan, ktore wyznacza sie z uzyciem
wzoru:
Tp+1 = (mk 4+ «) (mod n)

gdzie k = 0,1,...,d — 1, a « jest rozwigzaniem réwnania a;a = by (mod ny), gdzie n = %,

b
a1:%,b1:E

Twierdzenie 116. (Chiriskie Twierdzenie o resztach) Jezeli liczby catkowite nq, ..., nj sa parami wzglednie
pierwsze, to uktad réwnan:

x=a; (mod ng)

x=ay (mod ns)
x=ar (mod nyg)

ma jednoznaczne rozwiazanie w zbiorze Z,,, gdzie n =nj - ... - ng.
Do wyznaczenia rozwigzania stuzy algorytm Gaussa:

k
x = Zai~Ni~Mi (mod n)
i=1

gdzie N; = nﬁ, M, = N;l (mod n;)

Twierdzenie 117. (Eulera) Niech a € Z, n € N oraz a i n sa wzglednie pierwsze (NWD(a,n) = 1).
Woéwczas:
a?™ =1 (mod n)

Whiosek Jezeli NWD(a,n) =1ir =s (mod ¢(n)) to:
a”"=a’® (mod n)

Twierdzenie 118. (Male Twierdzenie Fermata) Niech a € Z, p € P oraz a i p sa wzglednie pierwsze
(NWD(a,p) = 1). Wowczas:

a1 =1 (mod p)

Whiosek 1. a? = a (mod p)
Whiosek 2. n =m (mod p — 1) = a™ = a™ (mod p)
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