
Metody numeryczne

Jan Rodziewicz-Bielewicz, Wydziaª Informatyki ZUT

November 4, 2020

1 Pierwiastki wielomianów.

Twierdzenie (Darboux) Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Je»eli f(a) · f(b) < 0 (ró»ne znaki na
ko«cach przedziaªu), istnieje punkt c ∈ (a, b) taki »e f(c) = 0.

Metoda poªowienia

• Funkcja klasy C.

• W praktyce c = a+ b−a
2 zamiast c = a+b
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Twierdzenie (o dokªadno±ci metody poªowienia) Je»eli przedziaªy [a0, b0], [a1, b1] s¡ tworzone metod¡
bisekcji, to granice lim

n→∞ an i lim
n→∞ bn istniej¡, s¡ identyczne i równe zeru funkcji f . Je±li r := lim

n→∞ cn, gdzie
cn = 1

2 (an + bn), to:

|r − cn| ≤ 2−(n+1)(b0 − a0)

Regula falsi

• W przedziale [a, b] równanie ma dokªadnie jeden pierwiastek pojedynczy.

• f(x) klasy C2 na przedziale [a, b]

• f
′
(x) i f

′′
(x) ma staªy znak na przedziale [a, b]

• xn+1 = xn − f(xn)
f(xs)−f(xn)

(xs − xn), (xs = a⇒ x0 = b, xs = b⇒ x0 = a)

Metoda siecznych

• W przedziale [a, b] równanie ma dokªadnie jeden pierwiastek pojedynczy.

• f(x) klasy C2 na przedziale [a, b]

• f
′
(x) i f

′′
(x) ma staªy znak na przedziale [a, b]

• xn+1 = xn − f(xn)xn−1−f(xn−1)xn

f(xn)−f(xn−1)

Metoda Newtona (stycznych)

• W przedziale [a, b] równanie ma dokªadnie jeden pierwiastek pojedynczy.

• f(x) klasy C2 na przedziale [a, b]

• f
′
(x) 6= 0 na przedziale [a, b]

• f
′′
(x) ma staªy znak na przedziale [a, b]

• xn+1 = xn − f(xn)

f ′ (xn)
, sign(f(x0)) = sign(f ′′(x0))

Twierdzenie (Zasadnicze Twierdzenie Algebry, dla wielomianów rzeczywistych) Ka»dy wielomian f(x)
stopnia n > 0 ma dokªadnie n pierwiastków zespolonych (z uwzgl¦dnieniem krotno±ci). Innymi sªowy -
je»eli deg(f) = n, to f(x) = a(x − x1)

n1(x − x2)
n2 · . . . · (x − xk)

nk , gdzie n1 + n2 + . . . + nk = n, a
wielomian ma k ró»nych pierwiastków.
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De�nicja Ci¡giem Sturma nazywamy ci¡g wielomianów rzeczywistych, tworzony przy u»yciu algorytmu
Euklidesa:

• f0(x) = f(x)

• f1(x) = f ′(x)

• f2(x) ≡ −f0(x) (mod f1(x))

• f3(x) ≡ −f1(x) (mod f2(x))

• . . .

• fp(x) ≡ −fp−2(x) (mod fp−1(x))

• fp+1(x) ≡ 0 (mod fp(x))

Twierdzenie (Sturma) Je»eli ci¡g (fi(x)) jest ci¡giem Sturma na przedziale [a, b] i f0(a)f0(b) 6= 0, to
liczba ró»nych zer rzeczywistych wielomianu f0(x) jest w tym przedziale równa N(a)−N(b).

Twierdzenie (Fouriera) Je»eli f(x) jest wielomianem stopnia n okre±lonym w przedziale (a, b) i f0(a)f0(b) 6=
0, to liczba zer wielomianu f(x) w tym przedziale jest równa M(a)−M(b) lub jest od tej liczby mniejsza
o liczb¦ parzyst¡. (M(x0) oznacza liczb¦ zmian w ci¡gu (f (k)(x)), k = 0, 1, . . . , n).
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