Klasyfikatory SVM

Przemystaw Klesk
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1 Wiadomosci ogdlne

Klasyfikatory SVM (ang. Support Vector Machines') zostaly opracowane przez Vapnika (1963, 1992,
1995). SVM'y stuza do klasyfikacji binarnej. Oznacza to, ze mamy doktadnie dwie klasy obiektow
(np.: chorzy, zdrowi) i szukamy funkcji — klasyfikatora — ktora bedzie przyporzadkowywaé nowo
przychodzace obiekty do odpowiednich klas.

! Thumaczenia dobrze oddajace sens: maszyny punktéw podparcia lub maszyny wektoréw podparcia.



Omowienie metody SVM dobrze jest rozpoczaé¢ od analogii do nieco podobnej metody — algorytmu
perceptronu Rosenblatt’a (1962). Algorytm ten poszukuje prostej lub w ogolnosei plaszezyzny separacji
sposobem on-line, polegajacym na krokowym aktualizowaniu dotychczasowej ptaszczyzny na podstawie
blednie sklasyfikowanych dotychczas punktow. Jezeli zbior danych jest liniowo separowalny, to algorytm
Rosenblatt’a na pewno sie zatrzyma i znajdzie jedna z mozliwych plaszczyzn separacji. Niestety nie
mamy wplywu na to, jakie bedzie koncowe ulozenie tej plaszczyzny. Zalezy ono bowiem od losowego
porzadku przegladania zbioru danych. Wiadomo tylko, ze ta plaszczyzna trafi ,,gdzies pomiedzy” klasy,

patrz rys. 1. Jak wida¢ z rysunku koricowe potozenia plaszczyzny klasyfikacji moga by¢ istotnie rozne.

Rysunek 1: Przyklady mozliwych prostych separacji dla danych dwuwymiarowych.

Widzimy tez, ze niektore z nich moga przebiegaé¢ bardzo blisko punktéw danych. Mozna zastanawiaé
sie, ktore z polozen plaszczyzny sa lepsze, a ktore gorsze.

Intuicyjnie, za lepsze mogliby$my uznaé te plaszczyzny, ktore przebiegaja mozliwie daleko od obu
klas obiektow. Wynika to z domyshu, ze by¢ moze prawdziwa granica (ktorej nie znamy) tkwiaca w
badanym zjawisku, a wg ktorej nastepuje rozréznienie obiektéw na klase pierwsza lub druga, przebiega
wlasnie gdzies ,po srodku” i z dala od skupieri. Po drugie, przyjmujac taka granice, oczekujemy, ze
bedziemy rzadziej popelnia¢ bledy klasyfikacji dla nowo przychodzacych obiektéw. Szczegoélnie jesli
obiekty te bylyby nietypowe i lezalyby wlasnie gdzie§ blisko ,$rodka”. Innymi stowy, oczekujemy, ze
klasyfikator bedzie dzieki temu potrafit dobrze uogdiniac.

O metodzie SVM mozna ogoblnie powiedzieé, ze:

e w przypadku liniowo separowalnym, tj. wtedy, gdy istnieje przynajmniej jedna plaszczyzna separa-
cji oddzielajaca klasy, metoda ta gwarantuje znalezienie takiej ptaszczyzny, ktéra ma maksymalny

tzw. margines separacji;

o w przypadku nieseparowalnym liniowo, metoda SVM pozwala na znalezienie plaszczyzny, ktora



klasyfikuje obiekty na tyle poprawnie, na ile jest to mozliwe i jednoczesnie przebiega mozliwie
daleko od typowych skupienn dla kazdej z klas (bedziemy tu mowili o najwiekszym marginesie w

sensie pewnej zadanej heurystyki);

e w przypadku nieseparowalnym liniowio, stostujac tzw. podniesienie wymiarowo$ci, mozna za po-

moca metody SVM znalez¢ krzywoliniowa granice klasyfikacji o duzym marginesie separacji.

2 Margines separacji

Formalizujac zadanie, dany jest zbior znanych przyktadéw, wyrazony jako zbiér par:

{(Xi’yi)}izl,Q,...,I J

gdzie x; = (241, T2, . .., Tin) € R™ sa punktami w przestrzeni n-wymiarowej, a y; € {—1, 1} sa numerami
(etykietami) przyporzadkowanej do x; klasy?. Rozmiar zbioru danych jest rowny I. Oznaczenie klas
wlasnie jako {—1, 1}, a nie np. jako {1,2} lub {0,1}, jest wygodne z pewnych powodéw rachunkowych
w metodzie SVM, o ktérych dalej.

2.1 Wzébr na odleglosé punktu od plaszczyzny

Do zdefiniowania pojecia marginesu separacji potrzebny jest wzor na odlegltosé punktu od plaszczy-

zny. Niech plaszczyzna bedzie okreslona przez swoj wektor normalny (prostopadly do niej) w =

(w1, wa, ..., w,) oraz przez wyraz wolny wy. Rownanie plaszczyzny ma postac:
wo + wixy + waxg + -+ - + wpx, = 0. (1)
(w,x)

Notacja pary wektorow (w,x) oznacza po prostu ich iloczyn skalarny i bedzie wygodnym i skrétowym
sposobem do zapisywania potrzebnych nam réwnan.

Wzoér na odlegloéé d punktu x od plaszczyzny okreslonej przez w i wy jest nastepujacy:

(2)

Zapis ||w|| oznacza norme lub inaczej dtugosé wektora w. Czyli ||w| = Vw12 + we2 + -+ - + wy, 2.
Dowdd: Dla ustalonej plaszczyzny, kazdy punkt x mozemy przedstawié¢ jako x = xg=+d- Hx_l\’ gdzie x
jest jest rzutem x na rozpatrywang plaszczyzne, a d > 0 odlegloscia od ptaszczyzny, patrz rys. 2. Innymi

W

stowy, startujac z punktu x¢ i idac wzdtuz jednostkowego wektora normalnego £ Tl

przez odlegtosé d

?Mozemy mysle¢ w ten sposob, ze dany punkt x; zawiera pewne informacje (czynniki, cechy, whasciwosci i ich kom-
binacje), z ktorych wynika jego przynaleznosé do klasy y;. Na przyklad na podstawie temperatury ciala, ci§nienia krwi,

poziomu leukocytéw mozemy probowaé ocenié, czy czlowiek jest zdrowy czy chory.
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Rysunek 2: Przedstawienie punktu x jako jego rzut na plaszczyzne plus/minus d jednostek w kierunku

wektora normalnego.

jednostek (odpowiednio na plus lub minus) trafiamy w punkt x. Wstawiamy powyzsze przedstawienie

x do wzoru na odlegtos¢:

Jwo + (w,x)| _ [wo + (w,x0 £ dpp)|
[[wl [[wl
. |w0 + <W7X0> + <W7 dﬁ”
[[w]l
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Przejscie z linii pierwszej do drugiej wynika z rozdzielnosci dodawania wektoréw wzgledem iloczynu
skalarnego. Przejscie z linii drugiej do trzeciej wynika z faktu, ze punkt xo spelnia rownanie plaszczyzny,
a zatem wy + (W, Xq) = 0.

Marginesem separacji dla zbioru danych {(x;,y;)}i=1,... 1 1 dla ustalonej plaszczyzny okreslonej
przez w i wg, nazywamy liczbe

r(w,wp) = min YO T (7. X))
i=1,...,1 [lw|

(3)

A zatem 7 jest to odlegtosé od plaszczyzny do najblizszego do niej punktu danych. Nalezy zwrocié
uwage, ze we wzorze (3) wykorzystany jest wzor na odlegtosc (2), przy czym wartosé¢ bezwzgledna, ktora
zniknetla, rekompensuje domnozenie przez y;, czyli odpowiednio przez £1. Jezeli wszystkie punkty sa
dobrze sklasyfikowane, to dla punktow lezacych po ,dodatniej” stronie plaszczyzny mamy y; = 1, a
dla punktow lezacych po ,ujemnej” stronie ptaszczyzny y; = —1. Wowcezas tez 7 > 0 i jest ono rowne
odleglosci od plaszezyzny do najblizszego z punktow. Jezeli za$ niektore punkty sa zle klasyfikowane
przez dana plaszczyzne, to maja one niejako odlegtosé ujemna od niej. Woéwcezas 7 < 0 i jest ono
rowne odleglosci do najdalszego bezwzglednie blednie klasyfikowanego punktu, tyle ze odlegtosé ta jest

ze znakiem minus.



3 Przypadek liniowej separowalnosci danych — znajdowanie ptasz-

czyzny o najwiekszym marginesie separacji

3.1 Oryginalne postawienie problemu

W metodzie SVM celem jest znalezienie optymalnej plaszczyzny, takiej ktora po pierwsze poprawnie
klasyfikuje dane (o ile to mozliwe), i po drugie, dla ktorej margines separacji 7 jest najwiekszy. A wiec

mamy zadanie optymalizacji z ograniczeniami — chcemy maksymalizowaé

T(W,wp)
przy ograniczeniach: Vi y;(wo + (W, x;)) = 7(w,wp)||w]|. (4)
Ograniczen jest tyle, ile punktéw danych, czyli I. Méwia one po prostu to, ze kazdy punkt ma leze¢ po
odpowiedniej stronie ptaszczyzny i to w odlegtosci co najmniej 7.

Nazwijmy optymalne rozwiazanie przez w*, wg. Od tej pory bedziemy réowniez pisa¢ krocej 7 zamiast

T(wW,wp). Patrz rysunki 3 i 4.
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Rysunek 3: Przyklad optymalnej prostej o maksymalnym marginesie separacji.



Rysunek 4: Klasyfikacja w przestrzeni R?. Przyktad optymalnej plaszczyzny o maksymalnym marginesie

separacji.

3.2 Unormowane postawienie problemu

Mozna zauwazy¢, ze nawet jesli znajdziemy taka optymalna plaszczyzne, to tak naprawde mamy nie-
skoniczenie wiele rozwiazan, ktore reprezentuja te sama plaszczyzne, a réznig sie jedynie skalowaniem

w*

i w§. Wynika to z faktu, ze mnozenie rownania plaszczyzny (1) stronami przez dowolna liczbe,
oczywiscie nie zmienia polozenia tej plaszczyzny.

Powiedzmy, ze chcieliby$Smy co$ na to zaradzié¢ i dla ustalonego marginesu moc jednoznacznie okreslié
tylko jedna plaszczyzne. Jednym ze sposobow, aby to zrobi¢, mogloby by¢ zalozenie, ze szukamy w,
tylko wérod wektorow jednostkowych, tj. [[w|| = 1. Jest to jedna mozliwosé, ale okazuje sie, ze istnieje

jeszcze wygodniejsza. Powiazmy 7 i w nastepujacym wiezem:
[wif-7=1. ()

Innymi stowy szukamy wektora w tylko wsrod takich, ktérych dlugosé pomnozona przez margines jest
réwna jeden. Przypomijmy, ze do tej pory ustalenie plaszczyzny tj. w, wp, jednoznacznie okreslato
margines 7, ale w druga strone: ustalenie marginesu nie okreslato jednoznacznie plaszczyzny (a nieskori-
czenie wiele plaszcezyzn). Od tej pory ten problem znika. Po nalozeniu wiezu (5), zauwazamy, ze nasze
ograniczenia przybieraja postaé¢

Vi yi(wo + (w,x;)) > 1. (6)

Wartosé wyrazenia wg + (w,x) dla punktow x lezacych w pasie marginesowym zostata unormowana do



przedziatu [—1, 1], ale w sensie metrycznym mamy nadal odlegtosé¢ 27 pomiedzy zewnetrznymi granicami,
patrz rys. 5.

T2

. . . T

Rysunek 5: Unormowanie pasa marginesowego wiezem ||w||-7 = 1, patrz rownania prostych granicznych.

Zauwazamy réwniez, ze po nalozeniu wiezu (5), mamy 7 = m Czyli im mniejsza norma w, tym
wiekszy margines 7. A wiec na przyktad, jezeli tylko udaloby nam sie znalezé¢ pewien zbioér plaszczyzn
spelniajacych unormowane ograniczenia (6), to sposrod nich nalezy wybraé te plaszczyzne, ktorej wektor
W ma najmniejsza norme, poniewaz ta plaszczyzna ma najwiekszy margines 7. Jest to wygodny zabieg.

Zmienia on nam zadanie optymalizacji na réwnowazne, okreslone nastepujaco. Minimalizuj
1 2
Qw) = S lIwlP,
przy ograniczeniach: Vi y;(wo + (w,x;)) > 1. (7)

Patrzymy na ||w||? zamiast na ||w|| dla wygody obliczeniowej przy pézniejszym wyliczaniu pochodnej,
co wolno na zrobi¢, poniewaz obie wielkosci sa tak samo monotoniczne i osiagaja minimum w tym
samym miejscu. Mnoznik % jest dopisany, tak aby przy wyliczaniu pochodnej kasowal si¢ z dwojka z
wykltadnika do jednosci.

Tak sformulowane zadanie mozna juz teraz rozwiazywaé. Mozna to zrobi¢ na przyktad za pomoca
procedury quadprog w MATLABIe, jako ze w wyrazenie 1||wl|> = £ (w1? 4+ wy? + - -+ +w,?) jest forma
kwadratowa?®, a wiec potrzebujemy optymalizatora, ktéry rozwiazuje zadanie programowania kwadrato-

wego przy ograniczeniach. Proponujemy w tym miejscu przeliczy¢ sobie na probe jakis prosty przyktad

3Np. dla dwoch zmiennych x, y petna forma kwadratowa to: A 4+ Bz + Cy + Da? + Ey? + Fay. U nas zmiennymi sa

Wi, nny W



za pomoca quadprog i sprawdzi¢ chociazby graficznie, czy daje to poprawng prosta/plaszczyzne o mak-

symalnym marginesie. Zbiér danych separowalny liniowo mozna odpowiednio wylosowac.

3.3 Postawienie problemu w terminach mnoznikéw Lagrange’a — punkty
podparcia

Do tej pory nie stalo sie jednak w zaden sposéb jasne pojecie punktow podparcia, ktére pojawia sie
w nazwie metody. Zajmijmy sie tym teraz. Do tego celu wygodne jest jeszcze inne przeformulowanie
problemu optymalizacji, takze rownowazne. Ot6z, za pomoca techniki mnoznikéow Lagrange’a mozemy

wples¢ ograniczenia (w naszym zadaniu nieréwnosciowe) do optymalizowanego wyrazenia:

1
Q(w,wo,a1,00,...,01) = §HWH2 — o (y1(wo + (W, x1)) — 1)

— a2 (y2(wo + (w,x2)) — 1)

— oy (yr(wo + (w,x7)) — 1)
I
— ;HWH2 — Zai(yi(wo + (W, x;)) — 1)

i=1

przy ograniczeniach: Vi «; > 0. (8)

Jezeli i-ta nieréwnosé z ograniczen, patrz (7), jest spelniona, to wyrazenie y;(wo + (w,x;)) — 1 jest
dodatnie. Wyjasnia to znaki minus stojace przed mnoznikami Lagrange’a o; — zadamy minimalizacji ze
wzgledu na ||w||, a wiec przy ustalonych a; > 0 spelnianie ograniczeri ma pomniejsza¢ optymalizowane
wyrazenie.

Nalezy jednoczesnie zauwazy¢, ze ustawienie mnoznikoéw «; = oo powodowaloby, ze cale wyrazenie
Q staje sie —oo. Co prowadzitoby w trywialny sposéb do minimalizacji. Wida¢ stad, ze minimalizacja
@ musi sie odbywa¢ tylko ze wzgledu na ||w||, natomiast ze wzgledu na «; nalezy maksymalizowaé¢ Q. I
tak rozwiazaniem bedzie pewien punkt siodlowy, co mozna zilustrowaé¢ symbolicznie tak jak na rys. 6.

Warunek konieczny istnienia punktu siodtowego jest taki sam jak warunek konieczny istnienia eks-

tremum, tj. pochodne czastkowe @) ze wzgledu na nasze parametry maja by¢ zerami:

0Q
9Q
= 1
8’(1)0 0, ( 0)
. 0Q o S
Vi Do 0 (spelnienie ograniczen na brzegach). (11)
o

Nalezy zaznaczy¢, ze pierwsze z powyzszych rownan jest wektorowe, to znaczy mamy tak naprawde

n rownarn, tyle ile wynosi wymiarowos¢ wektora w = (wq,...,w,), po jednym réwnaniu dla kazdej
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Rysunek 6: Symboliczna ilustracja punktu siodtowego. W zadaniu SVM zadamy minimalizacji Q ze

wzgledu na ||w|| oraz maksymalizacji @) ze wzgledu na wszystkie «;.

wspolrzednej. I tak z rownania (9) otrzymujemy
w — Z a;yx; = 0, wiec
i
w = Z QYK (12)
i

Z rownania (10) otrzymujemy
I
i=1

Obie powyzsze informacje wykorzystamy, aby wyrazi¢ zadanie optymalizacyjne dane w formie (8) w

terminach samych «;, bez uzycia w i wy.

I

SIwl2 = 7 sy + (w,x1)) ~ 1)
i=1

I
> ,X¢>+Z;Oéi
. 1=

I I
1
:§< WV, W >—wog aiyi_g aiyi<
. i=1 =1

D QiYiXi YL iYiX ~— , - > @iy
0
1 L2 I 1 I
=5 E E o0y (Xi, Xj) — E E o0 yiy; (X, X;5) + E Q.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1



A zatem ostatecznie mamy zadanie — maksymalizuj:

I I
1
Q(a17-~~7 522 15 YiY5 Xz>xg +Zaz
i=1 j=1 i=1
przy ograniczeniach: Vi «; > 0,

I
Zaiyi =0. (14)
i=1

Ostatnie ograniczenie jest potrzebne, poniewaz uzywalidémy tej wlasnosci do wyzerowania pewnych frag-
mentow z wyrazenia na @, a wiec nie mozemy teraz tego faktu pomina¢. Nalezy zwroci¢ uwage, ze w
zwiazku z tym, ze wszystko mamy teraz wyrazone w terminach samych «;, to mamy juz tylko zadanie
maksymalizacji.

Znalezione optymalne rozwigzanie af, a3, ..., a} (podobnie jak wczesniej, mozna je znalezé za po-
moca quadprog w MATLABIe), nalezy przelozyé¢ teraz na w i wp, tak abySmy otrzymali pozadana
ptaszczyzne. Jak to zrobi¢? Po pierwsze, przyda sie w tym miejscu pare uwag o wlasnosciach rozwiaza-

nia of,a3,...,aj. Otoz:
e w typowym praktycznym przypadku wickszo$¢ o wyjdzie rowna zeru,

e punkty danych x;, dla ktérych odpowiadajace im « > 0, bedziemy nazywaé¢ punktami podpar-

cia (ang. support vectors),

e zgodnie ze wzorem (12) optymalny wektor w* mozna znalezé¢ jako
w* = Z oYX,
i

a zatem stwierdzamy, ze wektor w* powstaje jako kombinacja liniowa punktéw podparcia,
tj. tych x;, dla ktérych o > 0, bo pozostate sktadniki w sumie beda zerami; mozna to tatwo
zrozumie¢ geometrycznie (patrz rysunki 3, 4) — tylko wybrane punkty danych wpltywaja na po-
tozenie optymalnej plaszczyzny klasyfikacji, punkty ,na tytach” klas nie maja na to wplywu, a
dostawienie lub odjecie jednego z takich tylnych punktéw nic by nie zmieniatlo. Na rysunkach,
punktami podparcia sa te punkty, przy ktérych zaznaczono odcinkami margines 7. Wtlasnie te
punkty wyznaczaja plaszczyzny brzegowe wf + (w*,x) = 1 oraz glowna plaszczyzne separacji
wy + (w*,x) = 0.

e dodatkowo mozna powiedzie¢, ze im wiecej wyjdzie punktow podparcia w stosunku do rozmiaru
calego zbioru, tym dany problem czy dane zjawisko jest trudniejsze do klasyfikacji, poniewaz duzo

punktow przebywa ,na styku” klas,

e im mniej punktéw podparcia, tym mozemy liczy¢ na lepsza zdolno$é do wogdiniania naszego kla-
syfikatora — btedy klasyfikacji dla nowo przychodzacych nieznanych punktéow beda sie zdarzaly

rzadziej niz wtedy, gdybysmy mieli stosunkowo duzo punktéw podparcia.

10



Pozostaje jeszcze kwestia, jak wyznaczy¢ wyraz wolny wg. Ot6z, mozna go wyznaczy¢ z dowolnego
ograniczenia y; (w§ + (w*,x;)) — 1 = 0, przy czym x; musi by¢ jednym z punktow podparcia. I wowczas

mamy:

yiwy =1 —y (W™, x;) (mnozymy stronami przez y; = +1),

wy = yi — (W",X;). (15)

3.4 Podsumowanie (przypadek liniowej separowalnosci danych)

W przypadku liniowej separowalno$ci danych znalezienie ptaszczyzny o najwickszym marginesie sepa-
racji mozna zrealizowaé rozwiazujac zadanie optymalizacji (programowania kwadratowego) postawione
w postaci (7) lub w postaci (14). Obie postaci winny da¢ takie samo rozwiazanie. Jedyna roéznica jest
taka, ze w pierwszym przypadku dostajemy jako rozwigzanie od razu w* i w§, natomiast w drugim
przypadku dostajemy najpierw optymalne wartosci mnoznikéw Lagrange’a o, ..., a7, a dopiero poz-
niej przektadamy je na w* i w§. Pewna zaleta z drugiej wersji jest to, ze mozemy jawnie dowiedzie¢ si¢
ile 1 ktore punkty sa punktami podparcia. Beda to te x;, dla ktérych af > 0.

W MATLARBIe obie wersje zadania optymalizacji moga zosta¢ zadane do procedury quadprog, od-
powiednio podajac parametry formy kwadratowej, tj. macierz H i wektor f, oraz ograniczenia wyrazone
przez macierze A i Aeq oraz wektory b i beq (patrz dokumentacja MATLABa). Nalezy pamietaé, ze
quadprog realizuje minimalizacje, a wiec jezeli chcielibySmy podaé¢ wersje druga maksymalizujaca )
wzgledem «;, to nalezy podaé¢ wyrazenie () poprzedzi¢ minusem, czyli poda¢ —H i —f.

Nalezy dodatkowo wspomnieé, ze mozna podaé¢ do quadprog zadanie optymalizacji w wersji pierw-
szej 1 mimo to poprosi¢c MATLABa o wartosci mnoznikow Lagrange’a jako jeden z wynikow (o nazwie
lambda). Wynika to z faktu, ze MATLAB w swoich wewnetrznych obliczeniach przetozy sobie ograni-

czenia wtasnie na postaé¢ z mnoznikami.

4 Przypadek danych nieseparowalnych liniowo

Przyktadem zbioru danych nieseparowalnych liniowo jest zbior przedstawiony na rys. 7. W ogolnosci
oznacza to, ze nie istnieje plaszczyzna, ktora bezblednie oddziela dane — tj. tak azeby po ,dodatniej”
stronie plaszczyzny byly tylko punkty z etykieta klasy y; = 1, a po ,,ujemnej” tylko punkty z y; = —1.
W takim przypadku mozna nadal poszukiwaé¢ optymalnej w pewnym sensie plaszczyzny, zgadzajac
sie na to, aby niektore punkty (odstajace od klas) wpadaly w pas marginesowy lub nawet byly po zlej

stronie plaszczyzny o rownaniu wg + (w*,x) = 0. Vapnik zaproponowal odpowiednie rozszerzenie.

4.1 Dopuszczenie punktéw wpadajacych w margines i bledéw

Skojarzmy z kazdym punktem danych btad metryczny & > 0, ktory mowi, na jaka odleglosé dany punkt

wpada w pas marginesowy. Jezeli punkt x; nie wpada w ten pas, to & = 0. Jezeli x; wpada w pas, ale
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Rysunek 7: Przyklad zbioru danych nieseparowalnego liniowo.

jest jeszcze po dobrej stronie plaszczyzny klasyfikacji (jest jeszcze dobrze klasyfikowany), to 0 < & < 7.
Jezell zas x; jest zle klasyfikowany, to & > 7. Patrz rys. 8.
Majac na uwadze zapis ograniczen z oryginalnego postawienia problemu dla przypadku separowal-

nego, patrz (4), mozemy zapisaé ograniczenia uwzgledniajac bledy &) nastepujaco:
Vi yi(wo + (w,x;)) + [|w[& > [lw]T, (16)

czyli po dolozeniu ewentualnych poprawek ¢! oryginalne ograniczenia maja by¢ spelnione*. Uwzgled-

niajac teraz unormowanie poprzez wiez |[w|| - 7 = 1, ograniczenia przybieraja postac
Vi yi(wo +(w,x;)) + [w]|§ > 1. (17)

Dla uproszczenia oznaczmy iloczyny ||w|| - & jako & (bez primoéw). Nowe & nie maja juz co prawda
sensu metrycznego (maja za$ sens analogiczny do sensu wyrazu wolnego wy, ktory wyraza przesuniecie),
ale pozwola na dogodne dla optymalizacji zapisanie naszego problemu. Wystarczy pamietaé, ze kazde
&; jednoznacznie przekltada sie na metryczne &..

Zadanie optymalizacji zaproponowane przez Vapnika dla przypadku nieseparowalnego moze by¢ opi-
sane tak: chcemy nadal maksymalizowa¢ margines, co jest rownowazne minimalizowaniu ||w||, ale be-
dziemy réwniez chcieli minimalizowaé bledy &;, na ktoére sie zgadzamy. I to wszystko przy poluzowanych

ograniczeniach (17).

4 Jeszcze inaczej, ttumaczac wzér (16), po dotozeniu do iloczynu skalarnego (ze znakiem) y;(wo + (W, x;)) skladnika
ewentualnego bledu/poprawki ||w||¢!, wielkos¢ ||w||T ma zostaé osiagnicta. Pierwotnie w przypadku separowalnym, iloczyn

skalarny (ze znakiem) od razu musial osiggaé przynajmniej warto$¢ ||w||7, bez dodawania sktadnika bledu/poprawki.
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Rysunek 8: Przypadek nieseparowalny liniowo — wprowadzenie wielkosci & wyrazajacych bledy, na
ktore sie zgadzamy: wpadanie punktéw w pas marginesowy lub nawet polozenie po zlej stronie ptlasz-

czyzny.
Formalnie wyrazamy to nastepujaco. Minimalizuj ze wzgledu na zmienne w, &, ..., {; wyrazenie

I
Q&1 8 = SIwIP+C g,
i=1

przy ograniczeniach: Vi y;(wo + (W, x;)) + & > 1,

gdzie C' > 0 jest dobieralna (niestety) przez nas stala — heurystyka. C' wyraza kompromis pomiedzy
duzym marginesem a dopuszczaniem do btedow ;. Im C ustalimy na mniejsze, tym mniejszy bedzie
wplyw drugiego sktadnika w @) i rozwiazanie — polozenie plaszczyzny klasyfikacji — bedzie preferowalo
wiekszy margines pomiedzy klasami nawet za cene istnienia duzych bledéw &; dla punktéw trudnych
(odstajacych). Im C ustalimy na wieksze, tym drugi sktadnik bedzie mial wicksze znaczenie w wyrazeniu
@ i minimalizacja bedzie nastawiona na eliminowanie bledow §; kosztem mniejszego marginesu.

Mowiac jeszcze inaczej, ustawienie duzego C' spowoduje, ze procedura minimalizacji bedzie bardziej

13



czuta na trudne punkty danych i wynikowe polozenie plaszczyzny bedzie w duzej mierze powodowane
wlasnie przez te punkty. Ustawienie malego C' spowoduje, ze minimalizacja nie bedzie tak czula na
kilka punktéow najbardziej trudnych, a wynikowe polozenie plaszczyzny bedzie bardziej powodowane
przez ogo6l bardziej typowych punktow w klasach. Wplyw wyboru roznych wartosci parametru C' na

polozenie ptaszezyzny klasyfikacji ilustruje rys. 9.

C=0.1 c=1 C =10
T2 T2 €2
8 [ ] [ ] [ ] 8F [ ] [ ] [ ] 8F [ ] [ ] [ ]
6 [ ] R [ ] [ ] [ ] R [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
4 ‘ ° ¢ : #_:~t‘.“.

0 ° e
g<,,—t~—"'.—;
-2 ] ] °
L) ° °
—4r [
-6 [ ] -6 (] -6 L[]
° ° °

Rysunek 9: Tlustracja wptywu parametru C na polozenie plaszczyzny klasyfikacji.

4.2 Sformulowanie problemu w terminach mnoznikéw Lagrange’a

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, problem optymalizacji sformulowany w postaci (18) mozna juz
rozwiazywaé (np. za pomoca quadprog), mozna natomiast przeksztalcié go do réwnowaznej postaci
wyrazonej w terminach mnoznikéw Lagrange’a «;. Dla porzadku wyprowadzmy te posta¢, mimo ze nie
jest ona koniecznie potrzebna.

Whplatamy ograniczenia do wyrazenia Q:

1

I
Q(w, &, ..., ¢r,00,...,ap) = %HWH + CZ& - Zai<yi(w0 + (W, %)) + & —1). (19)
i=1

i=1

Z warunkéw punktu siodtowego g—g =0, 807% =01 % = 0 (dla ograniczen) dostaniemy te same
informacje co w poprzednim rozdziale przy liniowej separowalnosci. Nowym elementem sg warunki
oQ
=0, 20
2, (20)

dla kazdego z punktow danych, ktére daja nam
C - ;= 0, (21)
co mozemy traktowaé jako gorne ograniczenie na «;, i bedziemy wstawia¢ «; = C, tam gdzie bedzie to

przydatne, zeby co$ uproscié.

14
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Rozpisujac @ i wykorzystujac zaleznosci (12), (13) oraz (21) otrzymujemy:

1 I
Qe o) =~ S o) -6 -1+ 3 06
i=1 j=1 i=1 i=1 o
I
= 7izzalajylyj 'T'L?'T]>+Z( aifi‘i’&j‘i’()@&).
=1 j=1 i=1

Ostatecznie zadanie optymalizacji ma nastepujaca posta¢. Maksymalizuj

1

I I
Qaq,...,ar :—%ZZ 005y (Xi, X —l—Zaz
<

i=1

przy ograniczeniach: Vi 0 < a; < C|

Z a;y; = 0.
=1

Jest to postaé¢ bardzo podobna do (14) z jedyna réznica w ograniczeniach, taka ze 0 < «

5 Uogoblnienie na krzywoliniowe granice klasyfikacji

Dla danych niesaprowalnych liniowo oprocz mozliwosci przedstawionych w poprzednim rozdziale ist-

nieje dodatkowa mozliwos¢ zastosowania tzw. podniesienia wymiarowosci i uzyskania krzywoliniowe]

granicy klasyfikacji. Prostym przyktadem, ktéry postuzy do objasnienia tej techniki jest problem XOR,

przedstawiony na rys. 10, gdzie punkty danych sa roztozone klasami ,na krzyz”.

Z2
° 10 °
05+
1 L L L L 1 L L L L L L L L 1 L L L L 1 xl
-10 -05 L 0.5 10
-05r-
° -101- °

Rysunek 10: Problem XOR.
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5.1 Idea pomystu podniesienia wymiarowosci
Idea pomyshu z krzywoliniows granica klasyfikacji jest nastepujaca.

1. Jezeli dane nie sa liniowo separowalne w oryginalnej przestrzeni R", to sprébujmy za pomoca pew-
nego przeksztatcenia przenie$é je do wyzszej przestrzeni R™, m > n, gdzie jest ,luzniej” i by¢ moze
tam dane beda liniowo separowalne. Innymi stowy, kazdy punkt x; = (2,1, %2, ..., Zin) odwzo-
rujmy za pomoca pewnego przeksztalcenia ¢(x;) w punkt z; = (21, 22, - - -, Zim)- L€ przestrzen

nazywamy przestrzeniq cech®.

2. Poszukajmy optymalnej liniowej granicy decyzyjnej — plaszczyzny — w przestrzeni cech. Ptasz-
czyzna ta bedzie okreslona przez w( i wektor normalny o wiekszej liczbie m wspolrzednych

*

w* = (wf,ws, ..., wk),

3. Liniowej granicy pomiedzy klasami w przestrzeni cech bedzie odpowiadata nieliniowa granica w

przestrzeni oryginalnej.

Powiedzmy, ze po znalezieniu optymalnej ptaszczyzny chcemy sklasyfikowaé pewien nowo przycho-

dzacy punkt x. Schemat postepowania jest wowczas taki:

¢

23
xeR" — zeR™ +— wj+ (wz) — {-1,1}. (23)

Mozna tu takze wspomnieé, ze wedlug takiego schematu mozna wykreslié w przestrzeni oryginalnej

krzywoliniowa granice klasyfikacji, realizujac takie postepowanie dla kazdego punktu siatki wykresu.

5.2 Rozwiagzanie dla problemu XOR

Przyjmijmy, dla przyktadu XOR, ze przeksztalcenie ¢ dziala w sposob nastepujacy (m = 6):
¢(X) = (1,\/51'17\/§$2,$12,$227\/§$1$2). (24)

Jest to tzw. przeksztatcenie jadrowe o bazach wielomianowych. Oryginalny zbior odwzorowujemy teraz
za pomoca ¢ w nowy zbior, patrz tab. 1. Patrzac na tabele mozna zauwazy¢, ze teraz klasy staly sie

rozroznialne (liniowo) chocby na podstawie samej zmiennej zg.

5Przestrzen cech moze mie¢ nawet kilka rzedow wielkosci wiecej wymiaréw niz przestrzen oryginalna. W praktyce
przechodzimy np. z R? do R®° lub nawet R100,
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{ (961,1562) (1, V221, V212,212, 222, V2z122) | ¥
1) (1,1) (1,v2,v2,1,1,V/2) 1
2| (1,-1) (1,72, —v2,1,1,—/2) -1
3| (~=1,-1) (1,—v2,—v2,1,1,V/2) 1
4| (-1,1) (1,—v2,v2,1,1,—V2) -1

Tablica 1: Zbior danych problemu XOR podniesiony do wyzszej wymiarowosci.

Formulujemy zadanie optymalizacji w terminach mnoznikow Lagrange’a:

Q(a1w~~7a4)—a1+a2+a5+a4__Zzazajyzyj )¢( )>

=1 j=1 Z7, z
4
przy ograniczeniach: Z v, =0 & o —as+az3—ayg =0,

i=1
o 2 07
a9 2 07
Qs > 07
(67} 2 0. (25)

Wszystkie potrzebne iloczyny skalarne (z;,z;) dla kazdej pary ¢,j wynosza (przedstawiamy je tu w

formie macierzy):

9 1 1 1
1 911
1 1 9 1
1 1 19

W wyniku rozwiazania zadania programowania kwadratowego otrzymujemy optymalne rozwiazanie:

1
g

*

ol =a;=a3=q) =

Wszystkie «; > 0, a wiec wszystkie punkty z; sa punktami podparcia w przestrzeni cech. I zarazem sa
nimi wszystkie x;, tyle ze w przestrzeni oryginalne;j.

Wyznaczamy teraz optymalny wektor w* zgodnie ze wzorem (12):

V2
Za y1¢xl - Zyz¢x1 *(0a070,07077)7
oraz wyraz w§ na podstawie wybranego punktu podparcia np. ¢(x1):

wh =y — (W x) =1— <(0,0,0,0,0, V2/2), (1,2, \/5,1,1,x/§)> -

17



Problem XOR

2[ oy W B = ] g (W5 e6)) =17 -
L // | \\ A
L / | \ i
L / | \ 1
/ | \
L ; | \ J
7/ | N
1+ . | . -
|- ~ i ‘ - ~ N -
L -7 [ ~<
| | wg + (W7, p(x) =0 -
| ! ]
|
)
| | ]
L I |
| -
=~ | e
| Tl ! o7 ]
~N N ‘ 7
1+ e | o il
N\ | /
| . , ]
\ ! /
| . | , ]
L \ | / d
\ | ,
| . | , ]
20 wit(whpx) =1, | Clwg A (w T p() = L -
-2 -1 0 1 2
Z1
Rysunek 11: Rozwiazanie problemu XOR — krzywoliniowa granica klasyfikacji o réwnaniu wg +

(W*, ¢(x)) = 0, oraz granice brzegowe wg + (W*, ¢(x)) = 1.

Granice krzywoliniowa w oryginalnej przestrzeni mozemy narysowaé np. za pomoca wykresu warstwi-
cowego poddajac kazdy punkt siatki wykresu postepowaniu jak na schemacie (23), patrz rys. 11.

Na podstawie odwrotnosci normy ||w*|| mozna tez obliczy¢ uzyskany maksymalny margines separacji

1 1
-t -1

<
SIS

przy czym nalezy rozumieé, ze jest to margines ,przebywajacy”’ w przestrzeni cech po obu stronach
plaszczyzny klasyfikacji w tejze przestrzeni. Rys. 12 przedstawia margines w wybranej podprzestrzeni
cech: V2x1 X V21 2.

5.3 Przeksztalcenia jadrowe

W poprzednim rozdziale pokazano przyklad przeksztalcenia jadrowego o bazach wielomianowych:
(1,v21, V229, 112, 122, /20125). Patrzac na wzor (25) lub na wczeéniejsze wzory (14), (22) zauwa-
zamy, ze wspolnym motywem jest obliczanie iloczynoéw skalarnych pomiedzy wszystkimi parami punk-
tow, badz to w przestrzeni oryginalnej: (x;,x;), badz w przestrzeni cech: (z;,z;) = (#(x;), ¢(x;)), gdzie
operowalismy wlasnie na bazach wielomianowych. Okazuje sie, ze istnieja réozne dobre zestawy baz. W

ogolnosci przeksztalcenia zwiazane z tymi bazami nazywamy przeksztatceniami jodrowymi (ang. kernel

18
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Rysunek 12: Uzyskany margines dla problemu XOR w wybranej podprzestrzeni cech: v/2z; x 2z, 25.
transformations). Funkcja realizujaca te przeksztalcenia jest zwykle oznaczana (oprocz oznaczenia ¢)
przez K (ang. kernel). Najpopularniejsze dwa przeksztalcenia to:

e wielomianowe (w ogodlnosci stopnia n):

Ko (xi, %) = (1+ (x5, %;))". (26)

o (Gaussowskie:

2
I3 = I

202 | (27)

Kg (Xi, Xj) =€
Mozna latwo sprawdzié, ze w przypadku jader wielomianowych dla n = 2 otrzymamy:

Kol x3) = (14 (o, 2), (e, 222)) )

=1+ 225121 + 2307 o + i1 22 1% + Tin T o + 2w T 70T 2 = (B(X:), B(X;)),

czyli to, czego uzywaliSmy przy problemie XOR, tyle, ze inaczej wyrazone.

5.4 Przyklad zastosowania jadrowego przeksztalcenia Gaussowskiego

Powréémy do zbioru danych z rys. 7. Rozwiazania liniowe dla tego przyktadu tzn. plaszczyzny klasyfi-
kacji zostaly przedstawione na rys. 9. Byly to plaszczyzny o réznym marginesie i réznej mierze bledu,

co byto konsekwencja wyboru parametru C.
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Pokazemy teraz rozwigzanie tego problemu, wyznaczajace krzywoliniowa granice klasyfikacji za po-
mocy przeksztalcenia jadrowego Gaussowskiego, ale w sposob nieco inny niz dane to jest wzorem (27).
Po pierwsze wybierzmy najpierw m, czyli liczbe wymiaréw przestrzeni, do ktérej chcemy podniesé ory-
ginalng przestrzen. Powiedzmy, ze ustalamy m = 30.5

Nastepnie umieszczamy w oryginalnej przestrzeni m punktow pug = (g1, pir2), kK =1,...,m. Mozna
je rozmiesci¢ regularnie lub przypadkowo (losujac ich wspoélrzedne). Te punkty to tzw. centra lub wlasnie

jadra. Dla kazdego z tych punktow zdefiniowana jest funkcja

Clx—pgl?

Ky(x,pup) =€ 202 | (28)
ktora zwraca wartosci z przedziatu [0, 1] i moze by¢ rozumiana jako stopien bliskosci dowolnego punktu
x do k-tego centrum/jadra. W szczegolnosei jezeli x = puy, to K, (x, pui) = 1. Powierzchnia generowana
przez powyzsza funkcje to powierzchnia o ksztatcie dzwonu. Na rys. 13 przedstawiono zbior danych wraz
7z rozmieszczonymi losowo jadrami (czarne krzyze) oraz wizualizacje funkcji dzwonowych ustawionych
nad jadrami. Dla czytelnosci przedstawiono tylko 5 sposréd m = 30 jader. Parametr o jest dobieralny
i steruje szerokoscia dzwonéw. Im wieksze o tym szersze dzwony. Zaleca sie wybieraé¢ o jako odwrotnie

proporcjonalne do tj. im wieksze m tym dzwony moga by¢ wezsze, im mniejsze m tym

- m
miara dziedziny’

Szersze.

Rysunek 13: Zbior danych wraz z rozmieszczonymi losowo jadrami (czarne krzyze) oraz wizualizacja
funkcji dzwonowych ustawionych nad jadrami. Dla czytelnosci przedstawiono tylko 5 sposrod m = 30

jader.

W tym momencie mozna juz podniesé¢ zbiér danych do przestrzeni cech, w taki sposob, ze kazdy

6Mozna poeksperymentowaé z wiekszymi wartosciami m, np. m = 100, m = 1000. Ale dla danego przykladu okaze sie,

ze m rzedu kilkadziesiat jest wystarczajace.
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punkt x; odwzorowany zostanie w punkt z; o m wspotrzednych:

z; = ¢(x;) = (KU(Xi7u1),Ka(xi,u2), .. .,Kg(xi,,um)).

Dobrze jest wypowiedz to sobie stownie: kazdemu punktowi x; przyporzadkowujemy jako nowe wspol-
rzedne stopnie bliskosci do poszczegdlnych punktow puy.

Nastepnie formulujemy i rozwiazujemy zadanie optymalizacji w postaci (18) lub (22), przy czym
oczywiscie operujemy teraz na punktach z;. Parametr C' mozna ustawi¢ na stosunkowo duzy, jezeli

jednoczesnie mamy duze m. Na rysunkach 14, 15 przedstawiono otrzymane rozwiazanie.

C =10, m =30
g " T T e T T e T T T T & T T "]
I R ,. [ ] [} “‘\ ]
61 ° ' ° ‘ B
[ ) [ ] [ ] -— @ [ ]

(W o(x) =1

W, o(x)) =0

1 600) = -1

Rysunek 14: Krzywoliniowa granica decyzyjna zbudowana w oparciu o m = 30 jader Gaussowskich.

5.5 Przyklad krzywoliniowej granicy kasyfikacji dla zbioru danych w R3.

Dla lepszego wyobrazenia i utrwalenia dziatania metody pokazujemy dodatkowo przyktadowe rozwigza-

nie dla klasyfikacji zbioru danych w przestrzeni R® (nieseparowalnego liniowo). Patrz rys. 16.
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Rysunek 15: Krzywoliniowa granica decyzyjna oraz odpowiadajacy jej powierzchniowy wykres wartosci
wi + (W, p(x)).

Rysunek 16: Krzywoliniowa granica klasyfikacji dla zbioru danych w R3.
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