
1. a) Rozwijamy niesko«czenie wiele razy ró»niczkowaln¡ funkcj¦ ex w szereg Taylora wokóª punktu
c = 0.

ex =
ec

0!
· (x− c)0 + ec

1!
· (x− c)1 + ec

2!
· (x− c)2 + ec

3!
· (x− c)3 + . . . (1)

(zawsze mamy ec poniewa» pochodna dowolnego rz¦du naturalnego funkcji ex wynosi ex).
Po podstawieniu c = 0 oraz x = 1 otrzymujemy:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ . . . (2)

Je»emy chcemy wzi¡¢ sko«czon¡ liczb¦ n skªadników, musimy oszacowa¢ reszt¦:

En(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− c)n+1 (3)

W naszym przypadku b¦dzie ona miaªa posta¢:

En(x) =
eξ

(n+ 1)!
1n+1 (4)

Ustalmy n = 3 (bierzemy skªadniki z indeksami 0, 1, 2 oraz 3), czyli reszta b¦dzie postaci:

E3(x) =
eξ

4!
(5)

(eξ to czwarta pochodna funkcji ex w punkcie ξ.)
Poniewa» (zgodnie z tw. Taylora) ξ ∈ (c, x) = (0, 1) mo»emy oszacowa¢ z góry moduª reszty (|eξ| < 3):∣∣∣∣ eξ24

∣∣∣∣ < 3

24
(6)

Czyli odrzucaj¡c reszt¦ popeªniamy bª¡d mniejszy ni» 0,125.
Przykªady b i c analogicznie.

3. a) Szacujemy reszt¦: ∣∣∣∣ eξ

(n+ 1)!

∣∣∣∣ < 3

(n+ 1)!
(7)

i oczekujemy »e b¦dzie nie wi¦ksza ni» 1
1000 . Podstawiamy k = n+ 1 dla uproszczenia oblicze«.

3

k!
≤ 1

1000
⇒ k!

3
≥ 1000⇒ k! ≥ 3000⇒ k! ≥ 7 (8)

Czyli reszta musi by¢ stopnia co najmniej 7. ⇒ Potrzebujemy 7 skªadników (z indeksami od 0 do 6).

3. b) Korzystamy z wzoru Taylora dla funkcji ex, gdzie x = 2:

e2 =
1

1!
· (2)0 + 1

1!
· (2)1 + 1

2!
· (2)2 + 1

3!
· (2)3 + . . . (9)

Po wybraniu n pocz¡tkowych skªadników reszta wynosi dla ξ ∈ (0, 2):∣∣∣∣ eξ

(n+ 1)!
· 2(n+1)

∣∣∣∣ < 8

(n+ 1)!
· 2(n+1) (10)

Oczekujemy, »e reszta b¦dzie mniejsza lub równa 1
1000 (podstawiamy k = n+ 1):

8

k!
· 2k ≤ 1

1000
⇒ k!

8 · 2k
≥ 1000⇒ k!

2k
≥ 8000 (11)

Czyli k ≥ 11⇒ potrzebujemy 11 pierwszych wyrazów.
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4. Niech x ∈ R, wtedy ξ ∈ R. Mamy:

1 + x
?
≤ ex =

x0

0!
+
x1

1!
+
eξ

2!
x2 (12)

(reszt¡ R1 jest eξ

2! x
2).

Poniewa» x2 ≥ 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej x, a funkcja ex > 0, nierówno±¢ jest prawdziwa.

7. Rozwa»my znormalizowan¡ do przedziaªu [0, 1] liczb¦ rzeczywist¡ x:

x = a−1 · 10−1 + a−2 · 10−2 + . . . a−n + ·10−n|+ a−(n+1) · 10−(n+1) + . . . (13)

Rozpatrzmy dwa przypadki:

1. Zaokr¡glamy w gór¦ (a−(n+1) ∈ {5, 6, 7, 8, 9}). Wtedy x̃ = x+ r, gdzie r ≤ 5 · 10−(n+1) = 1
2 · 10

−n.
Mamy r = x̃− x.

2. Zaokr¡glamy w dóª (a−(n+1) ∈ {0, 1, 2, 3, 4}). Wtedy x = x̃+r, gdzie r ≤ 4·10−(n+1) < 5·10−(n+1) =
1
2 · 10

−n. Mamy r = x− x̃ = −(x̃− x).

Ostatecznie mamy:

|r| ≤ 1

2
· 10−n (14)
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