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8 Struktury algebraiczne

ZASTOSOWANIE: Kryptogra�a, metody numeryczne.

1. Sprawdzi¢, czy ∗ jest dziaªaniem wewn¦trznym:

(a) x ∗ y =
√
xy w zbiorze Q,

(b) x ∗ y = xy w zbiorze N,
(c) x ∗ y = xy w zbiorze Z,
(d) x ∗ y = xy w zbiorze Q,

(e) (a, b) ∗ (c, d) = (a− d,
√
b+ c) w zbiorze R2,

2. ⋆ Niech Rn[x] oznacza zbiór wielomianów ustalnego stopnia n o wspóªczynnikach rzeczywistych.
Sprawdzi¢, czy podane dziaªania s¡ dziaªaniami wewn¦trznymi w Rn[x]:

(a) dodawanie wielomianów,

(b) mno»enie wielomianów.

3. Ile jest dziaªa wewn¦trznych w zbiorze maj¡cym:

(a) 2 elementy,

(b) 3 elementy,

(c) n elementów?

4. Ile jest dziaªa« wewn¦trznych przemiennych w zbiorze n-elementowym?

5. W dowolnym zbiorze A okre±lone jest dziaªanie a ⋆ b = b. Sprawdzi¢, czy dziaªanie to jest ª¡czne.

6. Zbada¢, wªasno±ci dziaªa« z zadania 1. (ª¡czno±¢, przemienno±¢, istnienie elementu neutralnego i
odwrotnego).

7. W zbiorze Z okre±lone jest dziaªanie a ⋆ b = a2 + b+ 1. Zbada¢ wªasno±ci dziaªania.

8. W zbiorze R okre±lone jest dziaªanie a ⋆ b = a+ b+ ab. Zbada¢ wªasno±ci dziaªania.

9. W zbiorze R okre±lone s¡ nast¦puj¡ce dziaªania:

� a ⋆ b = ab+ a+ b,

� a⊕ b = a+ b+ 1

Zbada¢, czy:

(a) Dziaªanie ⋆ jest rozdzielne wzgl¦dem dziaªania ⊕,

(b) Dziaªanie ⊕ jest rozdzielne wzgl¦dem dziaªania ⋆,

10. Zbudowa¢ tabelki dodawania i mno»enia w podanych zbiorach. Czy zbiory te wraz z podanym
dziaªaniem tworz¡ grupy abelowe?

(a) Z2

(b) Z3
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(c) Z4

(d) Z5

(e) Z6

(f) Z7

11. Sprawdzi¢, czy (X,+) jest grup¡ abelow¡, je»eli X to zbiór:

(a) N,
(b) Q,

(c) R,
(d) {0},
(e) zbiór liczb caªkowitych podzieln¡ przez ustalon¡ liczb¦ n,

(f) zbiór liczb postaci a
√
2 + b

√
3, gdzie a, b ∈ Q,

(g) {1, 2, 3, 4}

12. Sprawdzi¢, czy (X, ·) jest grup¡ abelow¡, je»eli X to zbiór:

(a) R,
(b) Z,
(c) R+,

(d) R− {0},
(e) {0},
(f) zbiór liczb caªkowitych nieparzystych,

(g) zbiór liczb postaci a
√
2 + b

√
3, gdzie a, b ∈ Q,

(h) {−1, 0, 1}.
(i) {−1, 1}.

13. Sprawdzi¢, czy (Z5,+5) jest grup¡.

14. Wykaza¢, »e (Z,⊕) jest grup¡, gdzie a⊕ b = a+ b+ 2.

15. Czy podane grupy s¡ cykliczne?

(a) Z3

(b) Z5

(c) Z

16. Dla ka»dego a ∈ Z∗
12 wyznaczy¢ podgrup¦ ⟨a⟩ i okre±li¢ rz a. Czy grupa Z∗

12 jest cykliczna?

17. Dla ka»dego a ∈ Z∗
14 wyznaczy¢ podgrup¦ ⟨a⟩ i okre±li¢ rz a. Czy grupa Z∗

14 jest cykliczna?

18. Sprawdzi¢, czy dana grupa jest cykliczna:

(a) Z∗
5

(b) Z∗
6

(c) Z∗
7

(d) Z∗
8

(e) Z∗
9

(f) Z∗
15

(g) Z∗
18

19. A Wyznaczy¢ rz¡d grupy GLn(Zp).
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20. Sprawdzi¢, czy zbiór R tworzy grup¦ z dziaªaniem ∗:

(a) a ∗ b = a+ b+ 5

(b) a ∗ b = ab− a− b+ 2

21. Sprawdzi¢, czy rodzina P (A) wszystkich podzbiorów zbioru A tworzy grup¦ abelow¡ z dziaªaniem
róznicy symetrycznej.

22. W grupie G rozwi¡za¢ równania

(a) ax = b

(b) ya = b

23. Wykaza¢, »e w grupie G równo±¢ a2 = a zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = e.

24. Czy zbiór Z2 jest podgrup¡ grupy Z4?

25. Zbada¢, czy funkcja φ jest homomor�zmem grup G1 i G2. Je±li jest, wyznaczy¢ j¡dro i obraz:

(a) φ : Z → Z, φ(a) = na (n ∈ N)
(b) φ : C∗ → C∗, φ(z) = |z|
(c) φ : R∗ → R∗, φ(a) = a2

(d) φ : C∗ → C∗, φ(z) = z2

(e) φ : C∗ → C∗, φ(z) = zn (n ∈ N)
(f) φ : R+ → R, φ(z) = log a

(g) φ : Z2 → {−1; 1}, φ(0) = 1, φ(1) = −1

(h) φ : M2(R) → R, φ(A) = trA

(i) φ : M2(R) → M2(R), φ(A) = AT

(j) φ : GLn(R) → R+, φ(A) = |detA|

(k) φ : R∗ → R∗, φ(a) = 3
√
a

(l) φ : M2(R) → R, φ(A) = detA

(m) φ : C → R, φ(z) = |z|
(n) φ : R → R, φ(a) = 5a

(o) φ : R∗ → R∗, φ(a) = 5a

26. Udowodni¢, »e funkcja φ : Z → Z, φ(x) = x − 5 jest izomor�zmem grupy (Z,+) na grup¦ (Z,⊕),
gdzie x⊕ y = x+ y + 5 dla dowolnych x, y ∈ Z.

27. Udowodni¢, »e grupy M2(R) i R4 s¡ izomor�czne.
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