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8 Struktury algebraiczne
ZASTOSOWANIE: Kryptografia, metody numeryczne.

1. Sprawdzié, czy * jest dzialaniem wewnetrznym:

(a) z*xy = ,/xy w zbiorze Q,

)
(b) x*xy = z¥ w zbiorze N,
(c) xxy=a¥ w zbiorze Z,
(d) z*y = 2Y w zbiorze Q,

(e) (a,b)* (c,d) = (a — d,\/b+ c) w zbiorze R?,

2. * Niech R, [z] oznacza zbior wielomianéw ustalnego stopnia n o wspolczynnikach rzeczywistych.
Sprawdzié¢, czy podane dziatania sa dzialaniami wewnetrznymi w R, [z]:

(a) dodawanie wielomian6w,

(b) mnozenie wielomianow.
3. lle jest dziala wewnetrznych w zbiorze majacym:

(a) 2 elementy,
(b) 3 elementy,

(¢) n elementow?
4. Tle jest dziatan wewnetrznych przemiennych w zbiorze n-elementowym?
5. W dowolnym zbiorze A okreslone jest dzialanie a x b = b. Sprawdzi¢, czy dzialanie to jest taczne.

6. Zbada¢, wlasnosci dzialan z zadania 1. (laczno$¢, przemienno$¢, istnienie elementu neutralnego i
odwrotnego).

7. W zbiorze Z okreslone jest dzialanie a x b = a® + b + 1. Zbadaé¢ wlasnosci dziatania.
8. W zbiorze R okreslone jest dzialanie a xb = a + b + ab. Zbadaé¢ wtasnosci dziatania.
9. W zbiorze R okreslone sa nastepujace dziatania:

e axb=ab+a+b,
e abb=a+b+1
Zbadag, czy:
(a) Dzialanie * jest rozdzielne wzgledem dzialania @,

(b) Dziatanie @ jest rozdzielne wzgledem dziatania x,

10. Zbudowaé tabelki dodawania i mnozenia w podanych zbiorach. Czy zbiory te wraz z podanym
dzialaniem tworza grupy abelowe?

(a) Zs
(b) Zs



13. Sprawdzi¢, czy (Zs,+s5) jest grupa.
14. Wykazac, ze (Z,®) jest grupa, gdzie a @b =a+ b+ 2.
15. Czy podane grupy sa cykliczne?

(a) Zsg
(b) Zs
(c) Z

16. Dla kazdego a € Z7, wyznaczy¢ podgrupe (a) i okresli¢ rz a. Czy grupa Zj, jest cykliczna?
17. Dla kazdego a € Z7, wyznaczy¢ podgrupe (a) i okresli¢ rz a. Czy grupa Zj, jest cykliczna?

18. Sprawdzié¢, czy dana grupa jest cykliczna:

(a) Z3
(b) Z§
(c) Z7
(d) Zg
(e) Zs
(f) Z7s
(8) Zis

19. B Wyznaczyé rzad grupy G L, (Z,).



20. Sprawdzi¢, czy zbior R tworzy grupe z dzialaniem x:
(a) axb=a+b+5
(b) axb=ab—a—b+2

21. Sprawdzi¢, czy rodzina P(A) wszystkich podzbioréow zbioru A tworzy grupe abelowa z dzialaniem
réznicy symetrycznej.

22. W grupie G rozwigzaé réwnania

(a) ar =b
(b) ya=1b

23. Wykazaé, ze w grupie G réownosé a?

= a zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = e.
24. Czy zbior Zs jest podgrupa grupy Z4?

25. Zbada¢, czy funkcja ¢ jest homomorfizmem grup G i Ga. Jesli jest, wyznaczy¢ jadro i obraz:

(a) ¢:Z — 7, p(a) =na (n € N) (k) ¢ :R* - R* ¢(a) = ¥a

(b) ¢:C* = C*, p(2) = |7 (1) ¢: Ma(R) = R, p(A) = detA
(¢) ¢ :R* = R*, p(a) = a? (m) ¢:C =R, p(z) =|z2|

(d) ¢:C* — C*, p(z) = 22 (n) p:R—=R, p(a) =5a

(€) p:C* = C* p(z) =2" (n €N) (0) ¢ :R* = R*, ¢(a) = ba

f) ¢ :RT = R, p(2) =log a

(8) ¢ :Zs = {11}, p(0) =1, (1) = -1

(h) ¢: Ma(R) = R, p(A) =trd

(i) ¢ : M2(R) = Ma(R), p(A) = AT

() ¢: GL,(R) — R, ©(A) = |detA]

26. Udowodni¢, ze funkcja ¢ : Z — Z, ¢(x) = x — 5 jest izomorfizmem grupy (Z, +) na grupe (Z, @),
gdzie x @y = ¢ + y + 5 dla dowolnych z,y € Z.

27. Udowodni¢, ze grupy Mz(R) i R* sy izomorficzne.
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